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المقدمة 


من أين يبدأ الجبز؟ 
يمكن القول: إن أسس الجبر تبدأ من حيث بدأت عمليات الجمع و الضرب للأعداد 
الصحيحةء ومن ثم استبدال الأعداد بالأحرف لإجراء عمليات مشابهة للعمليات 
الحسابيةء من هنا يمكن الحديث عن بدايات الجبر. بعد ذلك بدأت المحاولات للإجابة 
عن التساؤلات والمسائل التي بدأت تظهر وتواجه الشعوب في تلك الأزمنة. 

ولكن الجزء الأصعب من الجواب المرتبط في وصف البنى الجبرية الأساسية في 
أيامنا هذه فثل الزمرة» الحلقةء المودول» متى بدأت؟ 

لحسن الحظ أن معظم الموضوعات الجبرية تضمنت مسائل محددة .منها ذات طابع 
نظري وأخرى ذات طابع تطبيقيء وقد كانت الحلول لهذه المسائل سببا لإدخال. مفاهيم 
جديدة» وتطوير الجزء النظري من هذا العلم الذي قدم بدوره حلولاً لمسائل جديدة. وقد 
أدى هذا التطور في البنى الجبرية إلى تجاوز مفهوم المجموعة المزودة بعمليات ٠‏ 
جبرية(حسابية) إلى إدخال مفاهيم جديدة مثل الفضاءات الطبولوجية والمعادلات 
التفاضلية وغيرها. وقد كان هذا التطور سببا في تطور علوم أخرى؛ وكما قال كير 
علماء الميكانيك الكوانتي ديراك: إن الفيزياء الحديثة تتطلب أكثر فأكثر الرياضيات 
المجر دة وتطوير أسسها مشل الهندسة اللااقليدية والجبر التبادلي. وتستخدم 
الموضوعات الجبرية في دراسة خواص الجسم الصلب وغلم البلورات: 

ويعد كتاب البنى الجيرية (1) مدخلا إلى الور المجدوةء ققد وسم الطليبة 
الرياضيات في السنة الثانيةء وخصص لدراسة نظرية الزمر ليقدم للقارئ العريسي 
تلم موو غات هذه النظرية. ويضم الكتاب خمسة عشر فصلا كتبت جميعها بلغة 
علمية بسيطة بحيث اتبعت كل فقرة بتطبيق» وألحق كل فصل بعدد كبير ومتنوع مسن 
التمارين المحلولة وغير المحلولة بحيث يمكن اعتبار هذا الكتاب مغطياً لكل من 
الناحيتين النظرية والعملية على السواء. ش 














يبدأ الكتاب بدراسة المجموعات» فيدرس في الفصل الأول المجموعات 
والعلاقات الثنائية بما في ذلك علاقات التكافؤ,والترتيسب وبشيء من التفصيل 
المجموعات المرتبة جيداء ثم يدرس بعد ذلك قدرة المجموعة والمجموعات القابلة للعد 
ولينتهي بدراسة بعض الخواص للأعداد الصحيحة. 
وخصص الفصل الثاني لتعريف الزمرة والزمرة الجزتية ودراسة زمرتي الجمع 
ورت بالمقاس» ولينتهي هذا الفصل بدراسة المرافقات. 2 
أما الزمرة الدوارة وتطبيقاتها فدرست في الفصل التالث مع عدد كبير. من التمارين 
والتطبيقات التي توضح أهمية هذا الموضوع. 
وخصص الفصل الرابع لدراسة زمرة التباديل ا القياسات. 
عولج في الفصل الخامس مفهوم الزمرة الناظمية وزمرة الخارج وعلاقة الزمرة 
بزمرة الخارج لها. . ٠‏ 
أما التشاكلات الزمرية ومبرهنات التمائل؛ فقد عولجت في الفصل السادس الذي 
أتبع بعدد كاف من التمارين المحلولة التي توضح العلاقة الوثيقة بين الزمرة 
والتشاكلات الزمرية: 
وخصص الفصل السابع لدراسة زمرة التماثلات والتماثلات الداخلية وعلاقة هذه 
التماثلات بالزمرة ذاتها. 
كما خصص الفصل الثامن لدراسة المجموع والجداء المباشر للزمر. 
أما الزمر التبديلية المنتهية والزمر التبديلية المنتهية التوليد وتمثيلها فقد عولجت في 
الفصل التاسع وألحقت بعدد كاف من التمارين التي تبين كيفية هذا النشر. 
"يننا خن القن الاو رة الو و ومو كنات با ا 
وخصص الفصل الحادي عشر لتصنيف الزمر المنتهية وقد صنفت فيه معظم الزمر 
المنتهية وألحق بجدول يبين فيه عدد الزمر التي مراتبها أصغر أو تساوي 100. 
أما الفصل الثاني عشر فقد درست فيه الزمر القابلة للحل والزمر عديمة القوى 
وتشكل مفصل بالإضافة إلى قات ومن 1 


ا 2 


وتضمن الفصل لثالث عشر دراسة وافية للزمر الجزئية الأعظمية والأصغرية 
بالإضافة إلى الزمر البسيطة والزمر الحرة والثنائية. 

بينما خصص الفصل الرابع عشر لدراسة المتتاليات التامة وتمديدات الزمر وبشكل 
خاص التمديدات المنشطرة. 1 
وأخيراًء فقد خصص الفصل الخامس عشر لدراسة الفئات والدوال. 

ونلفت الإنتباه إلى أنه يجب قراءة الصيغ المكتوبة بالأحرف الأجنبية من اليسار إلى 
اليمين. 

هذا واني آمل أن يؤدي هذا الكتاب الفائدة المرجوة منه وهي: 

- أن يخصل الطالب على أساس قوي في هذا الموضوع حيث توجد الكثير من الكتب 
التي تعالج هذه الموضوعات ولكن أريد من الطالب أكثر من ذلك أريد منه أن 
يشاركني وجهة نظري في أن الجبر المجرد يعد مادة معاصرة حيث إن مفاهيمها كما 
ذكرنا سابقا تستخدم كثيرا في الفيزياء والكيميا E E‏ 
الرياضيات. 0 

- كما أريد من القارئ أن يستمتع بقراءة هذا الكتاب» حيث إن الطالب يفترض أن 
كتب الرياضيات من حيث طبيعة المادة هي كتب نظرية بحتةء ولا تمت إلى الواقع 
بصلة» وقد بذلت جهدي لتغير هذه النظرة في هذا الكتاب. ش 

وفي النهاية لابة من شكر الأستاذ الدكنور عبد الواحد أبو حمدة الذي رافقني في 
رحلة إعداد هذا لكتاب ولم يبخل في تزويدي بالملاحظات والإرشادات في طريقة 


عرص E‏ التي وردت ضمن هذا الكتاب. 


واللسه ولسي التسوفيسق 
٠ 0‏ المؤلف 
یار ٠٠١4‏ ظ ا 
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عو وسار مهاست 0 


ابر ع دا اله 01 | < E‏ وسو د 
د 
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الفص سل الأول 


IS‏ نظ رية المجم و عسات 


46 ا : 


تعد المجموعة واحدة من أهم المفاهيم في نظرية المجموعات» و قد أدى استخدام 
مفهوم . المجموعة من دون أي تحديد إلى ظهور بعض الندائج المتناقضة؛ وقد حاول 
كثير من العلماء وضع أسس لنظرية المجموعات لأجل التخلص من هذه التناقضات. 
ويعد العالم الألماني )G40۲1845-1918(‏ أحد هؤلاء الذين ساهموا في وضع 


هذه الأسس واليه يعود ما يمكن قوله بتعريف المجموعة ( إذا صح التعبير ): 


تعريف. 


الاش ا ا تشترك بخاصة معينة أو تجمعها صفة مشتركةء وتتعين 
المجموعة بمعرفة الأشياء التي تتكون منها والتي تسمئ بعناضر المجموعة. نرمز 
للمجموعة باحر كبيرة: 4,8,٠‏ ولعناصرها بأحرف صغيرة. فعندما نقسول × 
عنصر من المجموعة 4 نكتب ذلك باختصار 4 ع × وفي الحالة المعاكسة 
نكتب 4 » + . نقول عن -المجموعة 4 إنها مجموعة جزئية من المجموعة 8 إذا كان 
كل عنصر من 4 هو عنصر من 8 ونعبر عن ذلك 8 >4. تقول عن 
المجموعتين 8 ,4 إنهما متساويتان إذا كان 8 >4 و 4 > 8 ونكتب 8 =4. جماعة 
كل المجموعات الجزئية من المجموعة 4. نرمز لها (2)4. المجموعة التي لا تحوي 
أي عنصر ترمز لها © وتسمى المجموعة الخالية. بالاعتماد على الرموز السابقة نجد 
أنه أيا كانت المجموعة 4 فان 4 ع © . كذلك أيا كانت المجموعات 8,٤‏ ,4 والتي من 
أجلها 8 4c‏ و BCC‏ فإن © ج 4 . من أجل أي مجموعتين اختياريتين 8 ,4 نعرف . 
التقاطع .40 والاجتماع ں4 بالشكل ‏ ش 


(8 ع ندم اا ء ذ: «) ع 488 ا ا ع 8 ناك . 
َ ْ ان 




















من أجل أي مجموعتين 8 ,4 » القضايا التالية متكافئة: 


.AcCB- ١‏ ؟-معقمم. 8+8دقدا4. 


أيا كانت المجموعتين 8 ,4 » نسمي المجموعة الجزئية (8 © عدم 4 € + : «) - 41١8‏ 
متممة المجموعة 8 في 4 . القضايا التالية صحيحة أيا كانت المجموعات 4,8,0 : 
١-خاصة‏ اللائنمو: ‏ 404=4 ,404=4. 

؟- الخاصة التبديلية: م مم 8 ع #ملقلمء ,من - 8 ناك. 

٠‏ “7--.الخاصنة التجميعية: 


1 (AU B)JuC 
AN(BNC)=(ANB)JnC 1 


4 - الخاصة التوزيعية: 

A4N(BUC)=(4^BJU(ANC), -4U(BAC)=(AUB)N (AUC) 
ARUBA AOU ze 

1- 4 ع ؤ نال ‘ANnp=$¢,‏ 

)8١4( ¥‏ ب( م4 ) ب )4١8(‏ ع AUB‏ 

.4^B=(AUB)\(4\B)u(B\ 4)) 

.A\B= A\(ANB) -۸ 

.4=(A4NB)u(4\ 8B) -9 

.(A\B)JNC=(ANC)\(BNC) =1 

نسمي المجموعة (4 81) ن (8 )4١‏ = 4۸8 الفرق التناظري للمجموعتين 4,8. 
يتمتع الفرق التناظري للمجموعات 8,٥‏ ,4 بالخواص التالية: 
AAB = BAA-¬-\‏ . 
.(AAB)AC = AA(BAC)-Y‏ 
AA = 4-1‏ . 
AAA = 4-5‏ . 
40(BAC) = (4N B)JA(ANC) ~0‏ . 

١ 


221 1 


از 0 ا اللا 


ا 2 ةي ز ز ز ز ‏ ز ‏ ز زد د اا 


إن الاجتماع و التقاطع يعرف كل منهما لأجل أي جماعة من المجموعات» فإذا 
كانت (/ > : 4 جماعة من المجموعات الجزئية ,4 لمجموعة ماء خيث الدليل ¡ 
يمسح المجموعة 7 ( دون استثناء الحالة ز4 = ,4 من أجل تر +1 )> عندئذ نعرف 
التقاطع [1 ع 1: ۸٤4,‏ والاجتماع  7(‏ 1: ,4) ن بالشكل 
4,,Vie DB‏ ع :د : D= {x‏ ع 1: N{4,‏ 
RE‏ الأدلة 7 ¢ D={s:x e 4,,i‏ »ع 3: .U{4,‏ 
نرمز للتفاطع والاجتماع السابقين ,4( ) و 4ل على الترتيب. إذا كانت 


iel‏ زع 


(:....,41,2 = 1 نعبر عن التقاطع و الاجتماع السابقين على الترتيب بالشكل: 


AA OA, | AOA‏ - ,4لا 


i=] 


أيا كانت المجموعتين 8 ,4 نسمي المجموعة (8 ع 4,5 ء ه : (4,5)) = 8 4x‏ الجداء 
الديكارتي للمجموعتين 8 ,4 . يتمتع الجداء الديكارتي بالخواص التالية: 

.(AUB)xD = (Ax D)JU(Bx< 1(( ب 8) »م ء‎ D) = (AxB)Ju(A4x D) - ١ 
٠ )4 0 8(<* طط‎ = (4x »)ص (2ظ‎ D)«4x(BN D) = (4x B) ^ (Ax D) ا‎ 
. )41١8(» D - (4x D)\(Bx D)«4x(B\D) - (4x B)\ (4x D) - ¥ 
. 4, 8, 2 وذلك أيا كانت المجوعات‎ 

أخيراء سوف نورد فيما يلي الرموز التي سنستخدمها لمجموعات الأعداد : 
N = 012,3,‏ مجمو عة الأعداد الطبيعية. 1)0 ١" = N‏ مجموعة الأعداد 
الطبيعية المغايرة للصفر. 2 مجموعة الأعداد الصحيحة. 0 مجموعة الأعداد 
العادية. ۸ مجموعة الأعداد الحقيقية. ش 




















١-١‏ . العلاقات الثنائيسة. 


لتكن ۶ مجموعة غير خالية. نسمي كل مجموعة جزئية من الجداء الديكارتي 





×۳ علاقة ثنائية على المجموعة ‏ أو علاقة غلى . إذا كانت م علاقة على. 


المجموعة ۲ وكان م > (4,5) فإننا نقول إن العنصر 3 يرتبط بالعنصر» وفق 
الغلاقة م ونكتب طمه أي أنه ع 0,5 فإن: ٠‏ 
ش .ره © مك (5,ه) 
يمكن تعريف أكثر من علاقة على المجموعة الواحدة. | 
إذا كانت (5 ء ه7٠‏ :(ه ,)4 = م نسمي العلاقة م في هذه الحالة علاقة قطرية. 
إذا كانت م »ام = م نقول عن العلاقة م نها واحدية. 
- نقول عن العلاقة م إنها انعكاسية إذا تحقق الشرط: VaeP; ; apa:‏ . 
- نقول عن العلاقة م إنها تناظرية إذا تحقق erd a‏ 9 
2 تقول عن و اة اق ارا 0 
ape‏ جد .Va,b, ce Hap ADA‏ 
-- تقول كن افم ها اة إذا تق اشر 
a= b‏ ج .Va,b e P;apb nb pa‏ 
ش توجد في الرياضيات أشياء كثيرة تكون مختلفة بحسب مفهوم ماو متطابقة أو 
متكافئة بحسب مفهوم أخر: فعلى سبيل المثال» 4+4 و2+1 هما مقداران مختلفان 
كا اة إلى عملية الجمع العادية المعرفة على الأعدادء بينما باقي قسمة4 +4 
على 5 يساوي باقي قسمة 2+1 على 5. أي أن المقدارين 4 +4 و 2+1 متطابقان أو 
متكافئان إذا كانت عملية الجمع هي باقي القسمة على 5. لهذا السبب نحن بحاجة إلى 
تقنية جديدة لدراسة هذه المفاهيم وهذه التقنية سوف ندعوها علاقة التكافؤ التي وردها. 
من خلال التعريف التالي: 


15 





ص 





لتكن م علاقة على المجموعة ۲ » نقول عن م أنها علاقة تكافؤ على ۲ إذا كانت 
انعكاسية وتناظرية ومتعدية. 


إذا كانت م حكدة كايو عل اة : فس اة 


{xix > P;ap}‏ - ه 
حيث م ع ۾ صف تكافؤ العنصر ©. ونسمي العنصر ى ممثلا لهذا الصف. كذلك 
حر ل ار و رحو الو ار 





.P/p={a:aeP} 
' العلاقة بين صفوف التكافؤ نوردها من خلال التمهيدية التالية:‎ 
.1-1١-١ةيديهمت‎ 
لتكن معلاقة على المجموعة 2 و( ره .عندئذ 2 ء 8 عندما وفقط‎ 
1 .4 = غندما م‎ 
(a البرهسان. ظ ْ زكر هر‎ 





لزوم الشرط. لنفرض أن ۾ € 5. لیکن ۾ € × عندئذ ۵۸ 5-5 أن امه فان عمط 
ولكون العلاقة م متعدية نستنتج أن :مط وهذا يبين لنا أن 8 × أي أن 8 © ال 
8 © ر عندئذ برومة وبما أن © 5 فإن مه ولكون العلاقة م متعدية نجد أن رمه : 
أي أن هع ر ومنه © ج 5. مما سبق نجد أن 6 = 4 . ش 
كفاية الشرط. لدينا > = 8ع 8 وذلك لكون العلاقة م انعكاسية. , 

مفهوم آخر من المفاهيم الهامة في الرياضيات نورده من خلال التعريف التالي: 
تعريف. 

لتكن (1 > 1: ,4) = < أسرة من المجموعات الجزئية من المجموعة غير الخاليمة 
صر. نقول عن < أنها تشكل تجزئة للمجموعة 7 إذا تحقق ما يلي: 
-١‏ أيا كان 7 > ¡ فإن © + ,4 . 

- أيا كان ترج 1,7 إمارك = بك أو © = ر04 بك . 





1¥ 








و 

aS EE 
.--1 مبرهنة‎ 

لتكن م علاقة تكافؤ على المجموعة م . إن مجموعة صفوف تك افؤ العلاقةم 
تشكل تجزئة للمجموعة ۲ . 

٠ البرهان.‎ 

لفكن (2 ع ۾ :7) = م مجموعة صفوف تكافؤ العلاقةم» بما أن العلاقة م 
انعكاسية فإن ممه وذلك أيا کان ۶ > ۾ ومنه ٤7‏ ۾» أي أن © ع 7 وذلك أياكان 
م e‏ 7. لیکن م51 > 3,5 إذا كان © = 763 يتم المطلوب. لنفرض أن 
© ع anb‏ عدنة يوه 22256 وحسب التمهيدية )١-1-١(‏ فإن 5-2 و 








iel 


5 ر چو ن 


0 بالق لعلاكة بين التجزئة وحلاقة التكافو نوردها من خلال ا 
9 هنة ١‏ ير 





إذا كانت < تجزئة للمجموعة ۶ فإن العلاقة م المعرفة على ۲ بالشكل التالي: 
a,b.e A‏ 5 3 ج ثم ه Va,be P;‏ 
هي علاقة تكافؤ على المجموعة ۴ وأن سنقوف تكافؤ هذه العلاقة هي وافقسط هي 
عناصر التجزئة .< . أي أن < = م۲1 . ش 
اليرهان: 
واضبح أن العلاقة م ل U‏ ليكن 
€ ءبق,ه بحيث امه و عمة. بما أن زمه فإنه يوجد × ع 4. بحيث 4 > 6,5. 
كذلك بما أن عمط فإنه يوجد ع 8 بحيث 8 ع 8,6. مما سبق نجد أن ممم 
أي أن © + 8 4 ولكون < تجزئة للمجموعة 7 نستنتج أن 8 =4 ومنه 4 ع 4,٥‏ 
أي أن ممه وهكذا نجد أن العلاقة م متعدية. لنبرهن الآن أن < = م[ . ليكن 
001 








/ 
ا 





a 


ae blo‏ حيث ۶ ع م: ہما أن aeP= UB,‏ فإنه. يوجد €2 ,8 بحيث بر ع م 


Bex 


از أن 8 a=‏ . لیکن ,8 © عندئذ ووه أي لك 


> ح ,8 . لیکن مك ر عندئذ ره ومنه پوجد 2 € ,8 بحيث ,8 € له وهكذا فإن. 
aeB, QB,‏ وبالتالي ,8 = ,8 أي أن ,8 ء ر وهذا يبين لنا أن بع 6 نينا 
سبق نجد أن , B,‏ = أي أن < ج مام . نيرهن الآن الاحتواء الاکن: ليكن 2 8€ | 
عندئذ © + 8 ومنه يوجد 8 € ۾ . من جهة أخرى» لدينا 4 .4 .لنبرهن أن 2 ا 


لیکن 2 > × عندئذ »مه وبالتالي يوجد 2 ع 4 بحيث 4 ٤‏ بدره وهذا يعني a‏ 


1 ومنه ل © عد ذهذا بين ا أن 8 ح 6>. ليكن,8 ع رز‎ 4=B عه أي أن‎ ANB 
عندئذ 8 > نره أي أن «وره وبالتالي ۾ » بر وهكذا نجد أن 6 8. مما سبق نجة أن‎ 
0 ,.2: = ۾ = 8 . وهذا يبين لنا أن ما۲ ے < وبلتلي مام‎ 
2 0 0 ملاحظة:‎ 

لتقن < قبزنة لجر عة وتا حب بر هتا | ن التجزئة :ا قوذ 
علاقة تكافؤ على المجموعة 7 . سوف نرمز لعلاقة التكافؤ هذه بالرمز ےم ' 
مبرهنة .4-1-١‏ 

لتكن © ,< تجزئتين للمجموعة 2.. ولنفرض أن و2 ,ء٥‏ علاقتي التكافؤ المولدتين 
من خلال ©,,2 على الترتيب. عندئذ © = ,2 عندما وفقط عندما مم = جم . 
البرهسان. ٠‏ ش ٠‏ ا 

لزوم الشرط: لنفرض أن © = <. وليكن وم ع (4,0) وحسب المبرهنة( -١-١‏ 
۳) يوجد © € ۸4 بحيث 4 ع 4,3 وحسب الفرض فإن < ٤‏ 4 أي أن م » (5,ه) 
وهذا يبين لنا أن م > وم. بشكل مشابه نبرهن على الاحتواء المعاكس؛ مما سبق 
نجد أن وم = ےم . ْ ٠‏ 
كفاية الشرط: ينتج من المبرهنة )١-1١-١(‏ وذلك لأنه ذا كان م = م عندتذ يكون ‏ 
وما = دماط وبالتالي فإن © = ۰2 , 











و جدنا سابقا أن كل علاقة تكافؤ على مجموعة ما تولد تجزئة لهذه المجموعة؛ 
وكذلك كل تجزئة لهذه المجموعة تولد علاقة تكافؤ. وبالتالي يمكن أن توجد على 
المجموعة الواحدة أكثر من علاقة تكافؤ وأكثر من تجزئة. المبرهنة التالية تبين لنا 


مدى الارتباط بين علاقات التكافؤ على مجموعة ما وتجزتات هذه المجموعة. لأجل 


ذلك لنفرض أن 5 هي مجموعة التجزئات لمجموعة ما / ورك مجموعة علاقات 
التكافؤ على هذه المجموعة. 
مبرهنة ١-١-ه.‏ 

'يوجد تطبيق متباين وغامر(تقابل) بين 55 و رک . 
البرهسان. . ّْ ش 

لنعرف التطبيق ,5 ج 55 : كر بالشكل م = (۶)2 حيث رم هي علاقة التكافؤ 
على المجموعة 7 المولدة بالتجزئة ٠2,‏ إن التطبيق ر متباین لأنه أيا كانت 5 © © ,2 
بحيث (©)/ =( فإن وم = م وحسب المبرهنة(١-١-4)‏ ينتج أن © = 2. 
كذلك ر غامر لأنه إذا كانت ,5 ٤‏ م فإنه حسب المبرهنة(1-1-؟)المجموعة م81 
تشكل تجزئة للمجموعة ۶ وبالتالي 5 ع م21 وحسب المزهنة(١1-١1-؟)‏ 


فإن م = (ما©) ١1‏ 


علاقة أخرى من العلاقات الهامة على المجموعات نوردها من خلال التعريف 
التالي: ا 
تعريف. ش 
. لتكن م علاقة على المجموعة . نقول عن العلاقة م إنها علاقة ترتيب جزئية 
على المجموعة 7 إذا كانت العلاقة م انعكاسيةء تخالفية ومتعدية. يرمز عادة لعلاقة 
الترتيب الجزئية بالرمز > . نسمي الثنائية (>,8) مجموعة مرتبة جزئيا. 

لناق ألضوء على واحدة من العلاقات التي من خلالها يمكننا الحمصول على علاقتي 
تكافق وترتيب في آن واحد وذلك من خلال المبرهنبة التالية: 





ا 
د 
| 
1 * 
| 
أ 
أ 
| 
| 

٠ 


520-03 


برهن ١ا‏ 


لتكن > علاقة انعكاسية ومتعدية على المجموعة .. عندئذ: 
-١‏ العلاقة م المعرفة على ۶ بالشكل التالي: 
<a‏ آم 8 > وى مه Va,b e P‏ 
؟- العلاقة > المعرفة على المجموعةم/7 بالشكل التالي: 
Pip © >8 +as<b‏ € 972,8 
هي علاقة تر تيب جزئية على م21 . 
البرهان. 
-١‏ البرهان على أن العلاقة مر هي خلاقة تكافق على 8 نتركه للقارئ. 
۲~ - للبرهان على أن العلاقة> هي علاقة ترتيب جزئية على المجموعة ما۲ لابد لنا 
في البداية البرهان أن العلاقة> معرفة جيدا ‏ على المجموعة ما۲ . ليكن 
E‏ بحيث = 7 و ل = = 5 ولنفرض أنه إذا كان >7 فإن 4 > 2. 
لنفرض أن 8 >2 عندئذط > »۾ وبما أن 7 = ع فإن عم ومنهء > 4 و @€5. 
كذلك بما أن مج e‏ فإن مط وبالتالي 8> 4 و 4 > 5. مما سبق نستنتج أن 
>8>ه>ه أي أن d‏ > © ومنه 4 > 7. واضح أن ( > ) هي علاقة انعكاسية 
ومتعدية على المجموعة م21 . ش 
لنبرهن على أنها تخالفية. لیکن م51 > 3,5 بحيث 56 © و 
وبالتالي مه أي 'أن 7 © 5 ومنه 86 02 
اا سمل بم لاحر قن توويك ورا 


7 > 8 عندئذ © > 8 > © 


تعرنف. 
لتكن (>,2) مجموعة مرتبة جزئيا. 
- نقول عن العنصر ‏ © إنه عنصر أصغر في م إذا حقق الشرط: 


xe P‏ فإن ع ه. 


۲١ 






































- نقول عن العنصر رع م إنه عنصر أكبر في 7 إذا حقق الشرط: 
Ve P‏ فإن .> نز. 


Se‏ کے 
_- نقول عن العنصر ۶ > © إنه عنصر أعظمي في ۳ إذا حقق الشرط: 
Vu e P‏ بحيث » > © ينتج أن 1= .٥‏ 
لابد أن نذكر هنا أن العناصر الواردة في لسر ا و وا أن E‏ 
موجودة في أي مجموعة مرتبة جزئيا. أ. فعلى سبيل المثال مجموعة الأعداد الصحيحة 


1 هي مجموعة مرتبة جزئياً بالنسبة إلى العلاقة > المعرفة على الأعداد ولا تحوي أيا 
. من العناصر الواردة في التعريف السابق. بينما مجموعة الأعداد الطبيعية ۷[ وهي 


مجموعة مرتية جزئياً تحوي عنصراً أصغر هو الصفر وتحوي أيضا عنصراً اصغرياً 


هو الصفر بينما لا تحوي عنصرا أ أكبر ولا تحوي عنصراً أعظمياً: 

العلاقة بين العنصر الأصغر (الأكبر ) والعنصر الأصغري (الأعظمي) نوردها من. 
خلال التمهيدية التالية: 
تمهيدية .۷-١-١‏ 

نكن (>,8) مجموعة مرتبة جزتيا.عندئذ: 

١١‏ - العنصر الأصغر(الأكبر) في ۶ يكون ا وخ 

؟. - كل عنصر أصغر (أكبز) في 8 (في حال وجوده) يكون عنصرا أمكزيا 
(أعظمياً) في 2. 
اليرهان. 

نتركه للقارئ: م 


كثيرا ب د يشكلا واسع م مبدأ الاستقراء الرياضي الذي سنورده في ي المبرهنة . 


YY 





و A-1‏ 
لتكن (ک> E‏ . الشروط التالية متكافئة: 
.-١‏ الشرط الأصغري. أي مجموعة جزئية وغير خالية من تحوي عنصراً أصغريا. 
؟- مبدأ الاستقراء. إذا كانت جميع العناصر الأصغرية في المجموعةم تتمتع 
بخاصة ما © وإذا كان تمتع جميع العناصر ۲ € × المحققة للشرط ۾ > × يؤدي إلسى . 
تمتع العنصر م ج ۾ بالخاصة © فإن جميع عناصر المجموعة 7 تتمتع بالخاصة ©. 
AE‏ 00 
2 و4 2 ,04 2 4 ١‏ 1 
من عناطر المجموعة ۶ تنقطع. بمعنى يوجد دليل ۸ من أجله ره = ,© وذلك أيا 
كان :: < . بمعنى آخر ٠.١‏ وبرت = بره = ,5 
البرهان.(١) ‏ (۲)- ظ | 
لنفرض أن 14 هي مجموعة العناصر من ۶ التي لا تحقق الخاصة قا لعا 
حالتين: - الحالة الأولى: إذا كانت © = ۸4 يتم المطلوب. - الحالة الثانية: لنفرض 
أن © عد ۸4 وحسب الفرض فإن 14 تحوي عنصرًا أصغرياً وليكن م6. إن وه ليس 
ا اصدريا فى م2 لأنه لا يتمتع بالخاصة © وبالتالي توجد عناصر ۶ ٤‏ × بحيث 
0 أن 14 » ×+ وحسب تعريف 16 فإن × يتمتع بالخاصة © وهذا يؤدي إلى 
تمتع العنصر ره بالخاصة © وهذا يناقض كون /1 © ٠40‏ هنا سق تسيد أن 0ك واد 
عسي موطف قن E‏ 
)اح .)١(‏ ۳). لنبن على المجموعة ۲ خاصة ,© معرفة بالشكل التالي: E‏ 
عن العنصر م عج:5 إنه يحقق الخاصة ,© عندما وفقط عندما أي سلسلة متناقصة مسن 
عناصر ۲ تبدأ بالعنصرم تنقطع. ومنه نجد أن جميع العناصر الأصغرية في 7 تحقق 
الخاصة ,©. لیکن ۶ > 4 ولنفرض أن جميع العناصر ع > بد تتمتع بالخاصة ,9 
ولنأخذ السلسلة المتناقصة ST‏ 


Qû, <٠‏ < ره < ,0 - ه ف 


اس يا 























إذا كانت المساواة في السلسلة السابقة محققة في كل مكان فإن السلسلة (*) تتنقطع. 
لنفغرض أن 7 أول دليل في السلسلة (*) المساواة عنده غير محققة أي أن 

Aq <‏ < ,0 > بك - ١‏ 
ويما أن © > اك dı, > e‏ > عد سحت سر 
TTT‏ العنصر ۾ يتمتع بالخاصة ©. وحسب الفرض 


هى هه مت 


المجموعة 2 تحقق الخاصة ر O‏ . وبالتالي المجموعة ۲ تحقق 


0 =a, = Q = °° 


فإن جميع عناصر 

شرط انقطاع السلاسل المتناقصة. 

0 ا مم 
صبغرياً. وليكن 16 ره ويما أن ره يس أصخرياً في 14 فإنه يوجد 16 

ره < ,4 . لنفرض أنه تم الحصول على العناصر ,© ٠٠٠<‏ 

عناصر 14 . وبما أن العنصر ,م ليس أصغرياً في 14 فإنه يوجد ۸4 © ررر 

مو ا ا 0 ش 


€ ,4 بحیت 


< ره < ,۾ من 


-> رج < 4 < <١‏ ي© < يه < a‏ 


1+ 
والتي لا تحقق قق الشرط ( ؟).مما يناقضن الفرض. وهذا يبين لنا أن كل مجموعة جزئية 
وغير خالية من ۶ تحوي را ارام 
نأتي الآن لإثبات أن مجموعة الأعداد الطبيعية تحقق الشر ط الأصغريء وذلك من 
خلال المبرهنة التالية: 
مبرهلنة ١-١‏ -أة., 
يوجد في كل مجموعة جزئية وغير خالية من ۷/ عنصر أصغر. 
البرهسان. ٠‏ 
لتكن ۸ مجموعة جزئية وغير خالية من N‏ إذا كان 4 عه أو ۸ -4 فإن 4 
تحوي عنصراً أصغراً وهو الصفر. لنفرض أن 4۷ وأن 4 » 0. ولنأخذ المجموعة 


S={x:xeN, X<a Va e A} 


000 0 0 0 0 IKARIA 


100000000 0 0 0 0 0 0 00 0 0400040001 


فنجد أن 5 > م. كما أن × ± 5 لأنه إذا كانت 37 - 5 فإن 5 4. ليكن 4 عط 
عندئذ 8 ع 1+ 0 وحسب تعريف المجموعة 5 فإن 5+1>8 وهذا غير ممكن. وهذا 
يبين لنا أن × عد 5 وبالتالي يوجد 5 ع ۸ NET ETT‏ 
كان 4 ء >. لنبرهن على أن 4 > /. لنفرض جدلاً أن 4 ج / عندئذ أيأً كان 4 > ۾ 
فان ۾ > ۸. لیکن 4 € ره عندئذ ره > ۸. لنفرض أن ۸ - 
أن a, = m+ k‏ وو کن أن 77-1 -+ يكون 
(k +1)‏ + ع a,‏ 

أي أن ره .>1 ++ . وهذا يبين لنا أنه أيأ کان 4 ع ۾ فإن ۾ > 1+ ۸ وبالتالي K+165‏ : 
مما يناقض اختيار العنصر ۸ بحيث 5 ©4+1#. مما سبق نستنتج أن 4 © + و أن £ 


= 71 فنجد 


عنصر أصغر في ٠4‏ , 

من التمهيذية )7-١-١(‏ والمبرهنة )1-١-١(‏ نستنتج أن مجموعة الأعداد الطبيعية 
تحقق الشرط الأصغري. بينما مجموعة الأعداد الصحيحة 7 لا تحقق الشرط 
الأصغري بالنسبة إلى علاقة الترتيب المألوفة المعرفة على الأعداد الصحيحة» لأنها لا 
تماقا سرا أضغرا: ولكن إذا عرفنا على علاقة ترتيب 


0 >1> 2 >3 > 


تيب جزئية جديدة بالشكل 
...> 3س سك إل لله 

فإن 2 تصبح في هذه الحالة محققة للشرط الأصغري. 

لتكن (>,2) مجموعة مرتبة جزئياً و ع 4,5. تقول عن العنصرين 2,5 إنهما 
متقارنين إذا تحقق الشرط: إماط >4 أو ۾ > 5. ونقول عن المجموعة المرتبة جزئياً 
إنها مرتبة كلياً إذا كان كل عنصرين فيها متقارنين. 
تمهيدية 1-1-١‏ 1. 0 

لتكن (>,) مجموعة برب" إن مفهومي العنصر 0 (الأكبر) والعنصر 


البرهسان. 



































نتركه تمرينا للقارى: م 


0 


لتكن (>,2) مجموعة مرتبة جزئياً و 4 مجموعة جزئية وغير خالية من ۲ . 


ب ٠‏ اقول عن لمر ٠‏ أن حا علي للمجوعة 4إا شق لشسريلة 
Vx 4‏ فإن × < 4. 
0 تقول عن العنصر 4# أنه حدأ أنى للمجموعة 4 إذا حقق حقق الشرط: 
4 € بر" فلن ۾ < ر 1 


نأتي الآن إلى صياغة تمهيدية زورن والتي تعتبر واحدة من موضوعات نظرية 


المجموعات وهي تشكل أحد الأدوات الرياضية الفعالة عند التعامل مع المجموعات: 


غير المنتهية. 


تمهيدية زورن. 


لكق ى متجموعة مرتبة جريا إذا كانت كل مجموعة جزتية من 7 وغير . 


خالية ومرتبة كلياً تملك حداً أعلى (أدنى) واحداً على الأقل عندئذ يوجد في لرا 
أعظمياً (أصغرياً) واحدا على الأقل. 

إن تمهبدية زورن تكافئ نصا لخن مى موطوعة الاختيار والتي تنص على 
ما يلي: 
موضوعسة الاختيسار. 

إذا كانت 4 مجموعة ما غير خالية عندئذ يوجد تطبيق 4 SAO‏ 
يحقق 8 ع (8) وذلك أياً كان (5)4 > 8 ۶ © . حيث 5)4 هي مجموعة لاء 
للمجموعة 4ك . 


بالعودة إلى تعريف الحدين الأعلى والأدنى لمجموعة نجد أنه إذا Ak‏ مجموعة ` 


حرقية وهر ا ا غ لر اة وكان كع a‏ هذا أعلى 
للمجموعة 4 فإن أي عنصر أخر ۶ » 8 يحققه <5 يكون ا ا اغ 
للمجموعة 4 . وهذا يبين لنا أن فالغل الجر عة في كال وجوذه لين ويا 


۲٦ 


-5 
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وهذا الكلام ينطبق أيضا على الحد الت اجو عة ا فق او إذا وة 


a‏ عد اي7 TE‏ لأجل هذا سوف ندخل المفهوم .التالي: 


0 


لتكن ۶ مجموعة مرتبة جزئياً و 4 مجموعة جزتية وغير خالية من ۲ . 
- نسمي مجموعة الخذود العليا للمجموعة 4 في ۲ بالمخروط الأعلى للمجموعة م 
في ۳ ونرمز له 4 
- نسمي مجموعة الحدود الدنيا للمجموعة 4 في ۶ بالمخروط الأدنى للمجموعة 4 
في 7 ونرمز له "۰4 , ش 
إن كلا من المخروطين الأحلى والأنشى يتمتعان بعدد من الخواص فورد يعض من 


. من خلال المبرهنة التالية: 


مبرهنة .١١-١-١‏ 
لتكن 8 مجموعة مرتبة جزئياً وكل من 8 ,4 مجموعة جزئية وغير خالية من .. 
عندئذ: ٠‏ 
١‏ - إذا كانت 8 جح 4 فان ف ے ثور وأن "ل ح "8. 
- تيرم كدر ح إر. ا 
۳ ۵ے ے ذل . 
£ - 4۷ = 4. 
- كوربم ذل = .(4UB)*‏ 
.(AUB)" =A" NB" -5‏ 
e‏ 


- لیکن 84 ع ۾ عندئذ يكون © حداً ONEN‏ 28 ي أن # < ۾ وذلك أيا 


کان 8 € × وبما أن 8 >4 فإن × < » أيا E‏ أي أنه هذا أعلى 


الخو فة4 ويلفلي a E‏ . لیکن "8 b€‏ عندئذ م هو حداً أدنسى 


IY 
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للمجموعة 8 أي أن × > 8 وذلك أيا كان 8 > × وبمببا أن 8 4 فإن + >5 أيا 
كان 4 ٤‏ × وبالتالي 5. هو حد أدنى للمجموعة 4 ومنه 4 5 أي أن "رح .B"‏ 

۲ - لیکن 4 © × عندئذ أيا كان يرج ۾ فان × < 6 ومنه فإن × هو 8 أدنى 
الخ فة 2 إن و و ج أي ن ۵ے ے 4 . لیکن 4 e‏ ر عندئذ أيا كان "4 ع 5 
فإن بر > 8 أي أن بر هو حداً أعلى المشمويطة "ابر وة 4 ع آي أن 4174 ع هذ 
فنا سيق تيد أن * 4 "4 ح4 

۲ - لدينا حسب (۲) أن 447 4 وحسب )١(‏ نجد أن "4 ع “4. من جهسة 
أخرى» لنفرض أن 44 - 2 عندئذ حسب )١(‏ فإن "2 ^ "2 >( ومنه 
فرح 2 وبالتالي 78م ح 44 . مما سبق نجد أن 978 = “4 . 

4 - يبرهن بشكل مشابه للحالة (؟). 

ه يما أن 8 داك ج 4,8 فاه حسب )١(‏ تجد أن 44 ے 8(4 ب4)» وأن 
ذجرح 9(4 رام ) ومنه 84 ^ *4 C‏ 4( بن 4). لیکن *8 م 44 e‏ 4 عندئذ: 

ت فيرع ۾ أي أن << ه وذلك أيا كان 4 ع ×. ْ 

- 4ج ع م أي أن × < ۾ وذلك أيا كان 8 € × ان أيا TE‏ أي 
أن *(8 ں 4) ٤‏ ۾ وبالتالي 4 م 4 ) ح 84 ن A*‏ ا و 
B^‏ م .(AuB)* = A*‏ 

٦‏ - بير هن بشكل مشابه للحالة (٥)ء‏ م 

تعريف. 
لتكن ۶ مجموعة مرتبة جزئياً و4 مجموعة جزئية وغير خالية من ۲ . 

١‏ - نقول عن العنصر م ع © أنه حد أعلى أصغري للمجموعة 4 في م إذا تحقق: 
- ى حدا أعلى المجموعة 4 . ١‏ 

دين لبن کا رم انج که 
نرمز للحد الأعلى الأصغري للمجموعة 4 في ۶ بالرمز 4 مناة: 

؟ - تقول عن العنصر ۶ > 8 أنه حد أدنى أعظمي للمجموعة 4 في 2 إذا تحقق: 


A 








- 8 حدا أدنى للمجموعة 4 . 

- من أجل أي حد أدنى آخر > للمجموعة 4 فإن »ا < 5. 

ا ا اا ا في 7 بالرمز 4 مكصط. 
تال 

للك مجموغة مرتبة حزياً e‏ إذا کان > م فإن ف = (5,ه)متاة 
وإن © = (5,مامهذ. 

إن المثال السابق يبين لنا أنه في المجموعة المرتبة جزئيا ۴ فإن كل مجموعة 
جزئية مؤلفة من عنصرين متقارنين تملك حداً أعلى أصغرياً وحداً أدنى أعظمياً. وهذه 
النتيجة يمكن تعميمها على النحو التالي: إذا كانت ۲ مجموعة مرتبة جزئيا فإن كل 
خو هة رمن 2 ومزقية كلياً تملك حداً أدنى أعظمياً وحداً أعلى أصغرياً. واحدة 
من خواص صناء و ۴ذ نوردها من خلال التمهيدية التالية: 
تمهيدية .٠۲-١-١‏ ۰ 

عن و جو روطي ااا وان امصوط e E‏ 
بحيث 8 ے 4 . إذا وجد كل من 8 تخصارك مصذ, منادرك sup‏ فإن 

sup A > sup 8, inf 8 <inf A 

البرهسان. ش 

نفرض أن 4 ناه = © وأن 8مناة ± 5. بما أن × < 8 أيا كان 8 ع« ويما أن 
همح 4 فإن × < 8 وذلك أيا كان 4 > :د أي أن 8 حد أعلى للمجموعة 4 : وبما أن » 
هو أصغر الحدود العليا للمجموعة 4 نجد أن 5 > 4. ش 
لنفرض أن 4 طا > ره وأن 8 گصذ= رط بما أن × > رط أيا كان 8 ع وبما أن 
B‏ ج 4 فان × > ,8 وذلك أيا كان 4 > أي أن رط حد أدنى للمجموعة 8 . وبما أن 
,© هو أكبر الحدود الدنيا للمجموعة 4 نجد أن 2 ۰۰% 

نأتي الآن لدراسة خاصة أخرى من خواص صناء و صز وذلك من خلال المبرهلنة 
التالية: 


2 
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٠۴-١-۱ ميرهنة‎ 

لتكن 4 N SES‏ 
جزئيا م . إذا كأن 4ں ع ۸4 وإذا وجد كل من ےھ گصذ,4 گصا, رك هنا رك تاد فإن 

1 ‘Sup A = sup{sup 4 ( , inf A= inf{inf A, } ش‎ 

البرهسان. | 

لنفرض أن 4 وناو = ۾ وأن 4ے طناة = يه . بما أن ,× < أيا کان م4 € ے× فإن 
aza,‏ وذلك أيا كان ۾ . ليكن ره <« لأجل كل بم عندئذ. بد <« أيا كان ي4 € ے× 
ومنه × < + لأجل كل 4 > د. مما سبق نجد أن © < ب وحسب الوه ن 

.SUp A = a ج‎ sup{a,} = sup {sup A, } 

بشكل مشابه تبرهن أن ے۴4 صن گصا = 4 خصاء , 


٠‏ علاقة أخرى تصف لنا مدى الارتباط بين ناه و مذ والمخروط الأعلى لمجموعة 


.14-1١-١ مبيرهنة‎ 


لتكن ‏ مجموعة مرتبة جزئيا و4 مجموعة جزئية وغير خالية من 7. إذا وجد 


.sup A = inf 44 jl inf أو “ك4‎ sup A4 - 
البرهسان.‎ 

لنفرض أن 4 ناء موجود وأن 4 ناه = 4+ عندئذ × < ۾ أيا كان 4 > ×. بالإضافة 
لذلك فإن بر > ۾ أيا كان 44 > ر. من جهة أخرىء ليكن بر> < لأجل كل *4 ٤‏ بر 
عندئذ بما أن 44 ع ۾ فإن ۾ > ا. مما سبق نجد أن “4 گم = ه. 
إذا وجد 4۵ نز وبفرض أن 44 وذ = 5 عندئذ أيا كان 4 ج × فإن بر > × أيا كان 
ye A4^‏ ومنه 8 > × لأجل كل 4 © ×. لیکن × < ؛: لأجل كل 4 ٤‏ × عندئذ 44 € 2 


ومنه م < . مما سبق نجد أن 4 ناد = 12ء م 


۳٠ 





ظ 
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0 .18-1١-١ مبرهنة‎ 

لتكن 5 مجموعة مرتبة جزئياً و 4 مجموعة جزئية وغير خالية من . إذا وجد 
inf 4‏ أو "4 ٠ .inf 4A = sup 2” ùl sup‏ 
البرهان. ٠‏ 

دقل عر تقابية اوها لبر -4 )١‏ لذلك نتركه كتمرين للقارئ. 37 
.-١‏ المجموعات المرتبة جيداً. 
0000 ا 

نقول عن المجموعة غير الخالية أنها مرتبة جيداً إذا كانت مرتبة كلياً وتحقق الشرط 
الأصغري. 
ينتج من التعريف أن كل مجموعة مرتبة جيداً 4 تحوي عنصراً أصغراً نرمز له 0 
بما أن المجموعة 4 مرتبة كليا فإن العنصر الذي يلي 0 فق له[ ا 

لتكن 4 مجموعة مرتبة جيداً و4 > ». نسمي المجموعة . 

S(a) = {x:x € 4x > a} 

قطاعاً ابتدائياً للعنصر > في 4 . ينتج من التعريف أن ©- (5)0. 
تعريسف. 

لتنكن ۸4 ع جزة و E‏ . نقول عن العنصر © إنه علصر نهاية إذا 
كان القطاع الابتدائي (5)4 لا يحوي عنصراً أكبر. 

خواص القطاع: الابتدائي ()5 عندما يكون العنصر »”عنصر نهاية ندرسها مسن 
خلال المبرهنة التالية: ٠‏ 
مبرهئنة ١-؟-1.‏ ۰ 

ان د ةو ا ار عنصر نهاية. عندئذ 

S(a) = | 5)0( 


h<a 


۲١ 


























البرهسان. 
لیکن (5)2راء 5 عندئذ يوجد » > رظ يحقق (,5)5 © 5 ومنه 6 > و5 > 5 أي 


h<a 


أن م > 5 وبالتالي (5)0 ع 6 أي أن (0)” > ()5ل) . لیکن (5)6 > × ولنفرض أن 


h<a 
هو العنصر الذي يلي العنصر ×. بما أنه لا توجد عناصر بين 1+ ×,× فإن‎ +1 
× +1 > وبما أن العنصر 4 هو عنصر نهاية فسإن ۾ 17+ أي أن ۾‎ x+ISa 


وهكذا نجد أن (5)5ل) > (1+ )8 e‏ × مما سبق نجد أن (8)0ل] = (5)4 ۰ہ 


b<a h<a 


لندرس الآن التكافؤ بين تمهيدية زورن وموضوعة الاختيار والنصوص الأخرى 
التي تكافئ هذين النصين وذلك من خلال المبرهنة التالية: 
مبرهلة ١-؟-؟.,‏ 
القضايا التالية متكافئة: 
١ ۱‏ - موضوعة الاختيار. ٠‏ | 
من أجل أي مجموعة غير خالية 4 يوجد تطبيق 4 ج @|(5)4:«” يحقق 
8 »ع (8)م وذلك من أجل أي مجموعة جزئية وغير خالية من 4 . 
۲ - مبرهنة زرملسو. 
يمكن تعريف علاقة ترتيب على أي مجموعة غير خالية تجعل منها مجموعة مرتبة 
٣‏ - مبرهنة هاوسدورف. 


. أي مجموعة جزئية مرتبة كليا من مجموعة مرتبة جزئيا تكون محتواة في مجموعة 


؛ - تمهيدية زورن. 
لتكن م2 مجموعة مرتبة جزئيا. إذا كان المخروط الأعلى لأي مجموعة جزئية من 


P‏ ومرتبة كليا ليس خاليا فإن المجموعة ۲ تحوي عناصر أعظمية. 


بض 


د ا ی ا 





ه - لتكن م مجموعة مرتبة جزئيا. إذا كان 8 وء موجود لأجل أي مجموعة جزئية 
8 من ۶ ومرتبة كليا فإن المجموعة . تحوي عناصر أعظمية. 
البرهسان. 

)١(‏ >(ه). لتكن 5 مجموعة مرتبة جزئيا ولنفرض أن 8.مناة موجود لأجل أي 
مجموعة جزئية 8 من ومرتبة كليا. وليكن ۶ ج ©7:5)2(14, التطبيق الموجود 
بحسب موضوعة الاختيار (الفرض). ولنفرض جدلا أن المجموعة ۲ لا تحوي 
عناصر أعظمية عندئذ أيا كان 2 > × فإن المجموعة ١(‏ 4*) تكون غير خالية وذلك 
لأن العنصر × ليس أعظمياً. لنعرف التطبيق ۲ ج 2 : كر بالشكل (,د١‏ “)و - )7 . 
وذلك أيا كان ۲ > ×. لنختر من المجموعة م لطر لأجل إتمام البرهان لابد لنا ۱ 
من بعض التعاريف والتمهيديات الضرورية والتي سنوردها الآن: | 


نقول عن المجموعة الجزئية ٨7‏ من . إنها زورنية إذا كان: 
«aeH -١‏ ` 


۲ - أيا کان 2 ء × فإن ۸1 € () ۶ . 
۳ - من أجل أي مجموعة جزئية ومرتبة کلیا ) من ۸7 فإن 17 €. ٣‏ إناة: 
تمهيدية 1. ` ش 

القضايا التالية صحيحة. 
١‏ - التقاطع ٨1,‏ لجميع المجموعات الزورنية من امو 
۲ - مم هي مجموعة زورنية. 
لا د .H, caf‏ 


البرهسان. 


١‏ - لنفرض أن FH,‏ هي تقاطع جميع المجموعات الزورنية من 2. عند كذ 
,2 € مه . لیکن ,7 © × عندئذ × ينتمي إلى أية مجموعة زورنية ٨‏ من 7 وبالتالي 
فإن ()/ ينتمي لأية مجموعة زورنية 17 من ۶ أي أن ,2 ٤‏ ()/ . لتكن 0 


4 


3 


























مجموعة جزئية من ٨7,‏ ومرتبة كليا عندئذ فإن 0 محتواة في أية مجموعة زورنية 41 


. من م وحسب الفرض فإن ما ينتمي إلى أية مجموعة زورنية #1 من ۲ أي أن 


.supC € HF, 
,ع . لیکن م4 © × عندئذ فإن‎ ٤ بما أن وه < ره فإن م‎ - ۲ 
ذا ننم = )%( كر‎ € x | × . 

لى أن # هو جد أعلى اللعنضن وه وبالقالي 62 € () “ره لنكن وة >0 مجموعة 
مرتبة كلياء عندئذ حسب الفرض فإن ') sup‏ موجود. لنفرض أن d = supC‏ عندئذ 
d < e‏ أيا كان © ce‏ وبما أن 48 ح © فإن © حد أعلى للعنصر ره أي أن 
مع © مناد. مما سبق نجد أن المجموعة مه زورنية. 
۲ - من )١(‏ و(۲) ينتج أن 2ه = ,۰۸1م 
تعريف. ْ | 

نقول عن العنصر ,7 ع » إنه عنصبر مميز إذا حقق الشرط: من أجل أي عنصر 
»ع يحقق ۾ > 2 فإن © > (2)/ . 
تمهيدية ؟. ٠‏ 

د طعا عم امل اجون اتسرح 

B(a) = {z: 2 ع‎ 8.2 Sav f(a) sz} 


هي مجموعة زورنية. 


البرهسان. 


Hd‏ € مه لأن غم ح ,7 ء ه وبالتالي 4 ک 4 . لسيكن (2)0 © × عندئذ إما 


© > +« أو © دعر أو :> () ۰ 


- في حالة 4 > × وبما اة ر 
وبالتالي حسب تعريف المجموعة (8)0 فإن (8)0 »© ١/60‏ | 

- في حالة ع = × فإن (6)/ = (:ا)/ر ومنه (:)/ > (6)”/ر وحسب تعريف المجموعة 
(20 نجد أن (800 > 0 ۰ ٠‏ 


۳٤ 
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- في حالة × > ()/ . بما أن 

f (%) = p(x* \x) e x \ x ۰‏ 
فإن × < (×) ر ومنه (#)/ > × > () ر وحسب تعريف المجموعة (م)8 ينتج أن 
f(x) e B(a)‏ . 
لتكن (م)8 ج © مجموعة مرتبة كليا ولنبرهن علي أن ()8 » 0 صنء. بما أن 
B(a)‏ ¢ 0 فإن F,‏ ك C‏ یما أن المجموعة ,8 زورنية فإن ,2 € ٣‏ مناقء لأجل 
المجموعة © نميز حالتين: . ش 
Cc" -‏ عندئذ "مع 0 sup‏ ومنه ۴٤1,‏ ^ 55 أي أن ۾ > )مناه وبالتالي ١‏ 
.supC € B(a)‏ 1 0 
Cea" -‏ ونه يوجد € € 6 بحيث 4 ٭ ٥‏ ا أن ce B)a)‏ فإنء > ۶)۵" 
وبالتالي J (a) s<supC‏ و € upء.‏ مما سبق نجد أن اللو 50 


: زور 


تمهيديسة 


المجموعة 4 مر و 


البرهسان. ت 1 ظ ْ 
لیکن 4 > ۾ ولنبرهن A f(a) 4Û‏ أن العنصر (0)/ر هو عنصر مميز | 
في ,87 . لیکن 17 € 2 ويحقق (6)/ > 2 ولنبرهن على أن (۵) ۶ > (۶)2. بما أن 
هي تقاطع جميع المجموعات الزورنية في ۲ وأن ()8 مجموعة زورنية 
وحسب التمهيدية (۲) نجد أن (8)4 ج ,7 > 2 ومنه إما > (ه) أو» > 2. وبما 
ن المتراجحه ج > (0)/ غير محققة لأن (©)ر > 2 نجد أن ۾ > 2. إذا كان ۾ = 2 
عندئذ (©0)/ = (2) ر . لكان وين أن كد ا ال عد 
J(2) >‏ . كذلك بما أن . 
a) e a \ a‏ اخمام = (a)‏ / 

















نجد أن ۾ < (8)/ ومنه يكون (۵) ۶ > ه > (2)/ . مما سبق نجد أن (©)/ > (2) 7 
وبالتالي العنصر (6)/ هو عنصر مميز أي أن 4 > (0)/. 
لتكن ل ح 0 مجموعة مرتبة كليا وأن © هناد = ## ولنبرهن على أن 4 ع س. أي 
لنبرهن على أن العنصر س هو عنصر مميز. لیکن م8 © 2 ويحقق س >2 ولنبرهن 
على أن > (ع)كر. بما أن > 2 عندئذ يوجد 0 عه بحيث > 2 لأنه إذا 
كان م £ 2 لأجل جميع العناصر © »© © ولكون العنصر © هو عنصر مميز 0 عع 
وأن المجموعة ()8 هي مجموعة زورنية وذلسك حسب التمهيدية (؟) فإن 
()8 > ,8 ع 2 ومنه إماء = أو > (6)/ >ء وذلك أيا كان 60 ومنه 
1 < 2 وهذا يناقض کون س > 2. مما سبق نجد أنه يوجد 0 ع ع بحيث ع > 2 ويما 
أن العنصر ء هو عنصر مميز فإن 10 > > (2) كر وهذا يبين لنا أن العنصر « هو 
عنصر مميز أي أن 4 ۰۳ , 

المجموعة ,7 مرتبة كليا. 
البرهان. 

وجدنا حسب التمهيدية )١(‏ أن المجموعة4 هي مجموعة زورنية في ۲ وحسب 
التمئيدية )١(‏ فإن 4 ,7 أي أن جميع عناصر المجموعة ,11 هي عناصر مميزة. 
. لیکن ,رج 3ت وحسب التمهيدية (۲) بما أن العنصر » هو عنصر مميز فسإن 
. المجموعة (8)4. هي مجموعة زورنية وبالتالي (8)0 > ,7 0٤‏ ومنه حسب تعريف 
لنعد إلى.إثبات الاقتضاء )١(‏ © (5). 

لنأخذ المجموعة ,77 المعرفة في التمهيدية )١(‏ وحسب الفرض فإن ,7 ناء موجود. 
لنفرض أن ,11 سء = “د وحسب التمهيدية (4) فإن المجموعة ٨,‏ مرتبة كليا أي أن 
باع« ويما أن المجموعة ,7 زورنية وذلك حسب التمهيدية )١(‏ فإن 11 © (*) ۶ 


المجموعة (8)6 إماه > ط أو 8 > (6)/ > ۾ وهذا يبين لنا أن المجموعة , مرتبة 





مسي متتس سمت سم د يت تس سس سحا سه اس ته هس سه ما سس هم سمس تمت 


وهذا يبين لنا أن س > )ير > س وهذا غير ممكن. مما سبق نجد أن المجموعة م 
تحوي عناصر أعظمية. 

(۲) ("). لتكن 7 مجموعة مرتبة جزئيا ولتكن © مجموعة جزئية من / ومرتبة 
كليا. إذا كان © = ۶ يتم المطلوب. لنفرض أن © عد 7 ولنأخذ المجموعة 2١٠١©‏ ل 
وحسب الفرض فإنه بالإمكان تعريف علاقة ترتيب ,> على المجموعة 1 بحيث تجعل 
خض مرق هيدا امراف علي لدو عا ا و ر 
لأجل جميع العناصر » 6 التي من أجلها © ,>8 توجد مجموعات مرتبة 
كليا 2 ع ,© تحقق: ٠‏ | 
CGC, ١‏ 

؟ - إذا كان به ہک م ہک ر فإن م0 > ,ن). 

۳ - إذا كان ر٣‏ © 8 فإن / غير متقارن مع أي عنصر ,0 » 7 وذلك لأجل جميع 
العناصر / مك /. ش 

لأجل العنصر الأصغر رج 0 لنفرض أنه: 

- إذا كان 0 قي قارو هد آي عنصل نامر 6 فن 6 را 

- في الحالة المعاكسة فإن 0ن = م0 . 

فنجد أن 0 يحقق الخاصة .)٤(‏ 1 

لیکن ,, > © ولنفرض أن جميع العناصر 1 > × التي من أجلها ه > :د تحقق 
الخاصة م ولنبرهن على أن العنصر © يحفق الخاصة م. 


بما أنه أيا كان يه ,> 6 ,> فإن ر٥‏ ع ,© وبالتالي فإن المجموعة م©ل] - © هي 
١‏ >7 


ر غ ر رمن أنه: 

- إذا كان العنصر » غير متقارن مع أي عنصر من عناصر © فإن © > 0.. 

- في الحالة المعاكسة ع با © - 0. 

فنجد أن العنصر » يحقق الخاضةء. وحسب شرط الاستقراء نجد أن المجموعة1 
تحقق شرط الاستقراءء أي أن كل عنصر من ب يحقق الخاصة ع .بمعنى آخرء لأجل 


EE 


























E‏ 1 ع توجد مجموعة مرتبة كليا ر6©. لنفرض أن علا -0. واضح 


e 
المجموعة © مريبة كليا ون أيضا أعظميةء لأنه إذا لم تكن المجموعة 0 أعظمية‎ 5 
7 © © مرتبة كليا. وبما أن‎ ٠ 0 عندئذ يوجد © » 7 بحيث تكون المجموعة ب‎ 
ع 77 وهذا يبين لنا أنه يوجد في © عنصر غير متقارن مع 7 مما يناقض كون‎  نإف‎ 
المجموعة ب © مرتبة كليا.‎ 
لتكن ۶ مجموعة مرتبة جزئيا تحقق أن أي مجموعة جزئية منها ومرتبة‎ .)4(  )*( 
كليا محتواة في مجموعة جزئية مرتبة كليا أعظمية. بما أنه من أجل أي عنصر ۲ » ۾‎ 
فإن المجموعة إه) مرتبة كليا وحسب ألفرض فإن هذه المجموعة تكون محتواة في‎ 
رعا مؤقة كلا اعظلبزة وکن 6 وخ الفرض يوجد 64 > © بحيث يكون‎ 
الغنصرء أعظمي في المجموعة2. لأنه إذا لم يكن العنصر ء أعظمي في ۶ فإنه‎ 
© ع وهذا يبين لنا أن المجموعة ءدب‎ 04 ١10 يوجد ۲ ع × بحيث × > عء كما أن‎ 
٠ مرتبة كليا مما يناقض كون المجموعة المرتبة كليا © أعظمية.‎ 
و اصح‎ :)98[)5( 
لتكن ۸ مجموعة غير خالية. ولتكن ()۲ مجموعة كل اتر ات‎ .)١( > )5( 
الجزئية من ۸ التي يمكن أن نعرف.عليها علاقة ترتيب تجعلها مرتبة جيداً. ولنفرض‎ 
E لوي‎ as 5 أن‎ ٠ 
ترتيب مع علاقة الترتيب أي‎ 
= {(4, 4e R} 

بما أنه يمكن أن نعرف أكثر من علاقة ترت 000 
عنصر ۸ > 8 يمكن أن يتكرر في 8 أكثر من مرة ولكن في كل مرة تكون علاقة علاقة 
الترتيب المعرفة على 8 مختلفة. 

من الواضح أن المجموعة 5 ر خاي لا تعوي على الأ جع المجموعات 
الجزئية من 2 وحيدة العنصر. لتعرف على المجموعة 5 العلاقة (>) بالكل أيبا 
کان 5 4,8 فإن 8 ج 4 وأن 


8 





XSpgY بر" زرك د‎ A4 
ط5م>ه‎ jf aeA,and 85 ماظع‎ ٠ 
إن العلاقة ('>) المعرفة على > هي علاقة ترتيب جزئية.(تأكد من ذلك).‎ 
لتكن © مجموعة مرتبة كليا من © وأن © هي اجتماع كل المجؤعات الجزئية التي‎ 
تنتمي إلى المجموعة © ولنعرف على المجموعة © العلاقة (>) بالشكل: أيا كان‎ 
ع برد فإنه يوجد © > 4,8 بحيث 8 ع ,4 » × وبما أن المجموعة © مرتبة‎ © 
. كليا فإنه إما8 '> 4 أو 4 '> 8 . لنفرض أن 4 '> 8 عندئة 4 ج 8 ومنه4 € نزول‎ 
وهنا نقول أن‎ 


14 2| 


XSJOXNS4 :نز‎ de0 
واضح أن العلاقة (>) انعكاسية.‎ 
بر.< بحيثعر ع نزم بر ع2 شوويحة وت 820 لحف‎ > €٤ لیکن‎ 
وك ر۸ ر رك × وبما أن المجموعة © مرتبة كليا لنفرض أن 8 '> 4 ومنه‎ × 
ج 4 وبالتالي‎ 8 

وك JAJ‏ وك 
وهذا يبين لنا أن در = × وبالتالي العلاقة (>) تخالفية. 
لیکن ) ع 2 ,رر ,× بحيث 2 > ر ۸رک × عندئذ توجد مجموعات © ع 8 ,4 بحيث 
2 وک رہ ر ,> × ويما أن المجموعة © مرتبة كليا لتفرض أن 8 ' > كل عندكذ 
8 ے 4 زبالتالي 2 مك J‏ وك xX‏ ومئنه2 وک × أي أن 2 > × وهكذا نجد أن 
العلاقة (>) متعدية. مما سبق نجد أن العلاقة ( >) هي علاقة ترتيب تيب على 
e‏ | 
لیکن € ع ز× عندئذ يوجد © > 8 ,4 بحيث 8 € ر4 € × وبفرض أن 8 '> 4 لأن 
المجموعة © مرتبة كليا فإن 8 > 4 ومنه ر وك × أي أن العنصرين رر متقارنين ٠‏ 
في 8 وبالتالي يكون العنصران ,× متقارنين في 0 وذلك بحسب تعريف العلاقة 
(>). وهذا يبين لنا أن المجموعة © مرتبة كليا. لنبرهن على أن المجموعة © تحقق 
الشرط الأصبغري. لتكن ش 00 





أ 


ZX ZF; 2°‏ إلا 


: سلسلة متزايدة من عناصر المجموعة ). عندكذ: 


: 2 و 2 و 24 2 1 
حيث © ع ۰ 000 . لنفرض أنه تم الإثبات على أن ب 24 < ,ند وذلك ا 
كل دليل بم > ع. عندئذ 4 > ,× وان رہ ي,< , 


إذا کان 4 < ,4 عنائد من الواضح أن Ko Xl‏ ۰ 


النفرض ان برك ف رك . إذا کان 4 8 r+]‏ عندئذ Xal 2 4, Xn‏ وهذا غير ممكن. وإذا 


كان بك © ,× وأن × بر< × عندئذ يكون × ړ < E‏ وهذا أيضا غير ممكن. 
أي أن ,× بر< × مما يبق نجد أنه تم الحصول على السلسة المتزايدة ‏ 

۰ 24 ود 2 2 ب ,¥ 
وبما أن المجموعة 4 تحقق الشرط الأصغري وحسب المبرهنة(١-١ e‏ 
السلسة تنقطع» ابو لمرو اه روس 


XK =X ا‎ 


ا و 
ركذا ed EEN Ia‏ 
لیکن 5 ٤‏ 4 عندئذ © ج 4 وأنه أيا کان 4 > رر ,× بحيث بر ,> × ينتج أن ر > ×. إذا 
كان م١‏ 0ك يررك xe‏ عندئذ يوجد 5 ع 8 بحيث 1١4‏ 8 > بر. ویما أن 8 '> 4 نجد 
أن در > × وبالتالي بر > بد وهكذا نجد أن © '> 4 وذلك أيا كان 5 4 أي أن 
4 ع 0 . لیکن 54 ع (/ عندتذ م 4 وذلك أيا كان 5 ع 4 وهذا يبين لنا أن 
( ح 6. لیکن 0 ع ,× بحيث ر ہک × عندئذ يوجد 5 ٤‏ 4 يحقق ر ړک × ومنه 
ر وک . إذا کان © عه و (۱٤٥‏ ع 4 عندئذ يوجد5 ٤‏ 4 يحقق أن 4 = ء وبالتالي 
4 و> ه وهكذا نجد أن 2 '> © وبالتالي 5 مو = ©. وهكذا نجد أنه في المجموعة 
المرتبة جزئيا (7). كل مجموعة جزئية 8 من ()2 ومرتبة كليا يوجد 8 طاو 
وحسب افرش (5) فإن المجنوغة (2)8 تحوي عنصر! أعظمياً وليكن0 + إذا كسان 
۸ = © يتم المطلوب. ش 





لنفرض أن ۸ < © ولنأخذ عنصر © © 4 ولنضعه بعد بعد جميع عناصر المجموعة 0 
فنحصل. على مجموعة جديدة © مرتبة جيدا وأن (1) » 0 وبالتالي يكون © 0 
مما يناقض كون 0 'عنصراً أعظمياً في (0/) . 
(؟) .)١(>‏ لتكن کہ مجموعة غير خالية. وحسب الفرض (؟) يمكن اعتبار 
المجموعة 5 0 لتكن ل مجموعة جزئية من 55 وغير خالية» وبما أن 
المجموعة 5 تحقق الشرط الأصغري فإن المجموعة ‏ تحوي عنصراً أصغر وليكن 
()م . لنعرف العلاقة 5 ج :5)35(١©‏ 6 فنجد انه أيا كانت 5 جح 4 عد © فإن 
4 > (4)م وبما أن العنصر الأصغر وحيد فإن العلاقة م هي تطبيق. , 

هدفنا التالي هو مقارنة المجموعات المرتبة جيداء ولأجل هذا لا بد لنا مسن بعسض 
المفاهيم والنتائج الجديدة وأول هذه المفاهيم هو التعريف التالي: 
تعريفه - ظ 

لتكن 4,8 مجموعات مرتبة جزئيا. نقول عن 8 ,4 إنهما متماتلتان إذا وجد تطبيق 
متباين وغامر( تقابل) من إحدى المجموعتين إلى الأخرى وليكن 8 ج 4 : / يحقق أيا 
كان 4 ع ,± فان (بر)ير = (×) ر ج بر > × ونعبر عن ذلك 8 بع 4 . 
تمهيدية ١-!9-لم,‏ 

لتكن 0 مخحرمة SO‏ : © تمائل. عندئذ أيا كان 0 ع × فإن 
د < (2)©. 
البرهسان. 

لنفرض أنه يوجد © > × يحقق × > (2)© ولنأخذ المجموعة 

S={siseO0; ©)5( > (ى‎ 

فنجد أن المجموعة £ غير خالية لأن 5 > ×. وبما أن المجموعة 0 مرك ةتجيدا فی 
تحقق الشرط الأصغري وبالتالي فإن المجموعة 5 تحوي عنصراً أصغر وليكن ©. بما 
أن 8 > ۾ فإن ۾ > (0)4. ويما أن » عنصر أصغر فيى نجد أن 5 © ()© 
وحسب تعريف المجموعة 5 يكون (4)© < (()9)0. 


ا 




















من.جهة أخرى بما أن © > (4)© فإن ' 
(©)© > ))4(©(© . 
ومنه نجد أن 
٠‏ ((2) ©)© > (م)© > ((م)©)© 
أي أن (4)© -((0)04)© ولكون © متبايناً نجد أن = (4)© وهذا يناقض كون 
> > (6)© . مما سبق نجد أن المجموعة © = 5, وبالتالي يكون × < ()© وذلك أيا 
كان 0 € ×۰ م ش ٠‏ ش 
بالاعتماد على التمهيدية السابقة نحصل على الحقيقة الهامة التالية: 
تمهيدية .4-1-١‏ ش 
لتكن '0 ,9 ا لج 0: و تمائل. عندئذ أياكان 9 ع4 
فإن 
((5)1)0 = ((2)ك)ر . 
البرهان. 


. لیکن ((8)۵) ٣ر ٤‏ × عندئذ يوجد (8)۵ » نر بحيث (ر) = × وبما أن 4 > بر فإن "١‏ 


(۵) ر > (س) ۴ = × وبالتالي ((5)/)0 » ×. أي أن ((5)7)6 > ((5)0)/ . 
لیکن ((©) )$ © '× عندئذ “0 ع '× وبالتالي يوجد 0 ع “بر بحيث ('ر) ر =× ومنساه 
(©)ر > بر = “د أي أن ۾ > “بر ومنه (8)۵ ع “بر وهكذا فإن 
x' = f(y) e £(S(a)‏ ْ 
أي أن ((8)۵) ے ((۵) )8 وهكذا نجد أن ((©)/)5 = )8)٥((‏ ۰,۴ م 
خاصة هامة أخرى تتعاق بالمجموعات المرتبة جيدا نوردها من خلال التمهيدية 


التالية: ٠‏ 
تمهيدية ١-9-ه.‏ , 
؛ أي مجموعة مرتبة جيداً لا يمكن أن تمائل أي قطاع ابتدائي منها. / 


و 








لتكن 0 مجموعة مرتبة جيداً ولنفرض أنه يوجد 0 > © بحيث إن © تمائل القطاع 
الابتدائي ()5. عندئذ يوجد تماثل (5)4 ج 0 : © ويما أن 0ع فإن 
(0)ىء ()6 أي أن 4 > (4)© وهذا يناقض التمهيدية(١-7-)‏ ومنه فإن 
المجموعة 0 لا يمكن أن تماثل أي قطاع ابتدائي منها. , 

حقيقة أخرى تتعلق بالمجموعات المرتبة جيداً ضرورية لنا في دراستنا نوردها من 

خلال التمهيدية التالية: ٠‏ 
تمهيدية ٠ .51-9-١‏ 

لتكن "0,0 مجموعات مرتبة جيدأ و ae Q,a',b' e Q'‏ . إذا وجد تماثئل 
)5 جد 0 :مص وتمائل آخر (/5)6 + (ه)8: . عندتذ : 

1 ۰ .a' <b' -١ 

؟ - أيا كان (5)4 > × فإن )سا = 00م . 

البرهان. 

۱ -بما أن المجموعة '0 مزيكة واو "0ع ad',b'‏ عندئذ إما'ط > "2 أو 
امعان أو < ' ۾. لنفرض أن '8 < '0 عندئذ ”)8 ے ('5)05 وذلك لأنه أياكان 
e 5)69‏ ر فإن a'‏ < "8 > بر ومنه ('5)4 € ۔ ش 
من جهة أخرى بما أن س تماشل فإن (5)4 + (5)4: س أيضا تماثئل وأن 
(5)6 = ((')8) س كذلك 

505 © ))S(a(م‏ = (S(a)))‏ “نام 
وهذا يبين لنا أن لمجموعة المرتية جيدا 5)6 تمائل قطاج ابتدائي منها مما يك ب 
التمهيدية(١-۲‏ -ه) ومنه 'ط > ' .a‏ 
ا أنه يوجد عنصر (م)5 © × بحث )2 69 ولنأخذ المجموعة 
(rixeS(a); pz w(x)}‏ = 
فنجد أن المجموعة 5 غير خالية ولكون المجموعة 0 0 فإن المجموعة 5 
تحوي عنصرا أصغر وليكن طا عندئذ (5)4 > 8 وأن (6)ن/ # (ط)م. وحسب )١(‏ يما 















































أن 'ط > 'ه فإن (5)5 ج (5)6 وأن ('5)5 ج (47)£ > (ط)س وبالتالي يوجد 
(5)57 ع c'‏ يحقق “ = (ط)س وبما أن م غامر يوجد 0 ع c‏ بحيث '»ه = (0)م وهكذا 
نجد أن ()م = (ط)س كما أن > 5. وبما أن 0 > 8,6 عندئذ إماء > 5 أو » < 5. 


من جهة أخرىء بما أن ()م = (ط)س نجد أن معد 5. 


لنفرض أن ء < 5 عندئذه > > ع ومنه (©)5 5,6 وبما أن ال هو عنصر 
أصغر في المجموعة 5 وأن 5 > » فإن 5 © ء أي أن (©)م = (6)/] ومنه 
w(c)‏ = (م)م = (Db)‏ 
ولكون س تماتل ينتج أن » = 5 وهذا غير ممكن كما أوضحنا سابقا. مما سبق نجد أن 
© > 5. ومنه ((ع)ه)3 = @)5)c((‏ وبما أن (٥)ص‏ = (ط)س نجد أن 
((0)س)ث = S(p(e))‏ = (5)0)م 22 
أي أن 
(5)2 = (((ط)س)5) “سر = yo م(S(c)) = w '(S(p(c)))‏ 
وهذا يبين لنا أن 
) (5)00 > ()8: مە" 
تمائل أي أن المجموعة المرتبة جيداً (5)6 تمائل قطاع ابتدائي منها هو (5)5 وهذا 
يناقض التمهيدية(١-2-17).‏ مما سبق نجد أن ()م = (×)س وذلك أيا كان 
()5 € ۰¥„ 0 
نأتي الآن إلى دراسة مبرهنة المقارنة الخاصة بالمجموعات المرتبة جيداء وذلك من 


خلال المبرهنة التالية: 


مبرهنة ١-۷-۲.(مبرهنسة‏ المقارنسة). 
لتكن ۲ ,۶ مجموعات مرتبة جيدا. عندئذ واحدة فقط من القضايا التالية تكون 
محققة: ش ش 
١‏ - المجموعة م تمائل '5.. 
۲ < المجموعة 7 تمائل قطاع ابتدائي من '.. 


£ 





. 7 المجموعة “7 تمائل قطاع ابتدائي من‎ + ٣ 
البرهسان.‎ 

لنشكل المجموعة 7 وذلك بإضافة عنصر © إلى المجموعة ‏ يقع بعد جميع 
عناصر المجموعة . ولنشكل المجموعة ۶ بإضافة عنصر 42 إلى المجموعة '۲ 
يقع بعد جميع عناصر المجموعة '. فنحصل بذلك على مجموعات مرتبة جيداً وهي 
۶ و ۶ . من الواضح أن (8)0 = ۶ وأن 5)400 = ٣‏ . لنأخذ المجموعة: 

S={o:ceP; 8(0) # 8(0) Va’ e P'} 
| إذا كان 5 » © نجد أنه یوجد ۶ € © بحيث (©)5 ع (5)62 وهنا نميز حالتين:‎ 
الحالة الأولى. إذا كان '0 = © نجد أن‎ - 
P=S(O a ش “ - (©)د‎ 
وهنا تتحقق القضية الأولى من المبرهنة.‎ 
نجد أن‎ ©  ©' الحالة الثانية. إذا كان‎ - 
ع )5)0 ع م‎ 3)©( 
وهنا تتحقق القضية الثانية من المبرهنة.‎ 
لنفرض أن $ > ©. بما أن المجموعة ۲ مرتبة جيداً فهي تحقق الشرط الأصغري.‎ 
وبالتالي فإن المجموعة 5, تحوي عنصراً أصغر وليكن .ه. إن العنصر © ليس عنصرا‎ 
في ۶ (علل ذلك). إذا وجد 2-1 العنصر الذي يسبق > عندئة 5 ©1-© وبالتالي‎ 
يوجد تمائل‎ 
"قر ج (1-يم)5 :م‎ 

حيث ' > '#رء وهنا نميز حالتین: 1 
- الحالة الأولى. إذا كان /© = '۶ فإنه تتحقق القضية الثالثة من المبرهنة. | 
- الحالة الثانية. '0 ± '/ عندئذ يوجد1+ '7/ العنصر الذي يلي #6 (لأن 
المجموعة '2.) مرتبة جيداً. 
لنعرف العلاقة (1 + )8 ج (م)5 :© بالشكل التالي: أيا كان (م)ك  »‏ فإن 


:6 
































(o - ¢ <@—1 
E EE 


فنجد أن 7 تطبيق لأنه أيا کن (5)2 > رم بحيث ج = فإنه: .. ظ 
- إذا كان 2-1 > ي وبما أن م تطبيق فإن ('0)4 : = م وبالئالي ( 4 - 500 . 
- إذا كان 1- ه ٤=‏ فإن (5)2 = 6 = 5)2 . ظ 
كما أن 2 متباين» لأنه إذا كان )7 = )© عندئذ: 
- إذا كان1 e‏ > 4ك فإن 0)0 = (”#)5 - 0)0 = )م ولكون و اند لجار 
24م ا ْ 
- إذا كان 1- ب = ي عدي يتم المطلوب. 
- لنفرض أن 1-يم > : وأن1- به = ي عندئة (40)م = 5)4 و أن ۶ - (5)4 


ومنه '8 = )م أي أن ()5 ء ©)م = '/ وهذا غير ممكن. مما ييق نجد أن . 


التطبيق م متباين. كذنك فإن 7 لأنه إذا كان (1+ )5 > م فإن 1+ '/ > و ومنه 
إما 8 = ي أو > يت . 

- إذا کان '# = ك فإن (ه)5 1€-ے وأن ے = '/ - (1-ه)م 

- إذا كان ۸ > ي وبما أن م تمائل يوجد (م)5 > (1- 4٤5)‏ بحيث رت = )0(4 
مه أن ()8 ع 1 وأن1-© > فلن ي = (2)م = (0)4. لنبرهن على أنه 

Va,b e S(e); asb > (a) > 6)6( 

لنفرض أن 8 > ۾ عندئذ: ش 

- إذا كان 2-1 > 85 فإن (1 - )8 € ره وبما أن م ل لكك 
وبالتالي (0) > (2)6. 

ا کسان ! - a<b =a‏ عندئذ 7 = (a)‏ ل - eS)‏ وبالتالي 
٤ 5)'(‏ (0)م وهكذا نجد أن 


4ه عور زا - 2000 





بشكل مشابه نجد أنه إذا كان (2)5 5 (6)0 فإن > 4. بهذا الشكل نجد أن 
(1+ 8)6 ج (ے)8: 6 تماثل وهذا يناقض کون ؟ > + . وهذا بدوره ييين لنا أن 
الحالة /29© ع “ر غير محققةء أي أن 0 = '/. 

لنعالج الحالة التي يكون فيها العنصر به ول عطي ا عا شي او 0 


-1) فان (م)كر) = (2ه)5, وحسب اختيارنا للعنصر ب فإنه أيا كان بن > 7/ 
>> 


فلن 5 ¢ 7/ وبالتالي يوجد تماتل (/)5 ج (2/) 5 : م8 خت ۸ ج 7 اتاخ 
المجموعة | | 

(ه > 76 :(5)6  5)8(‏ :'طع :6 - "3 
واضح أن اجو عة غير خالية. إذا وجد في "5 عنصر '62 = ' عندئذ 

` SKA ~S(8)= S(O) = P' 

وهنا تتحقق القضية الثالثة من المبرهنة. 
لنفرض أنه لا يوجد في "5 عناصر ' تحقق '60 - 6 . بما أن المجموعة"5ى غير 
خالية وأن ٨"‏ تحقق الشرط الأصغري فإنه يوجد في '5 عنصر أصغر وليكن '2. 


. ليكن (يم)5 ع م وحسب التمهيدية(١‏ -؟١-١)‏ فإن (م)كر] = (ه)ى ع يم وبالتالي يوجد 


ج>7. 
به > ۶ بحيث (5)/2 ع 6 ولكون به > يوجد تماتل 
)5)7 +¬ (3)2 : وم 
حيث '۶ > '/ . لنعرف العلاقة ('يه)5 ج (ه)ى :م بالشكل )رم = )0(2 وذلك أيا. 


ظ كان (ماك» + ٠‏ إن العلاقة م تطبيق لأنه إذا کان (5)2 € e ۶١‏ = کي فإنه 
۰ يوجد به > 6 بحيث (5)6 © ر وأن . 


( )م = (,هة)رم = 00 = )0(4 
لنبرهن على أن التطبيق م متباين. ليكن (م)8 »ع ,ي وانفرض أن 
)م - (ع)م. بما أن (5)0» ري وحسب التمهيدية(١1-1-1)‏ يوجد 
به > ,ر بحيث (5)2اء €8)7(,4 ي وبما أن المجموعة (©)5 مرتبة كلياء 


فر ڪن أن > ,7 عندئذ (5)6 ے ()5 وأيضا توجد تمائلات 
34 











)5)7 ج (2ز)5 : رم و 5)6 ج (8)7: وه 
حيث '7 ع ,ر وحسب التمهيدية(١-؟-‏ اا 8 > وأن ه)وم - 2 )رم 
وذلك أيا كان ( )8 ع ځ ومنه 
o, (E) - Pf)‏ - (قام - (اه = ` 
وبما أن رم تمائل نجد أن رت = بي أي أن التطبيق م متباين. كما أن م غامرء لأنه 
إذا كان ('يم)اء ”ل عندئذ ى > 'ي أي أن “5 # ' وبالتالي )£ # (”)5 وذلك أيا 
كان 5 . وهذا يبين لنا أن (5)2 # ()5 وذلك أيا كان » > وبما أن 


(6)كل) = (ه)5 فإنه يوجد م > 8 بحيث/ > أي يوجد تماثل 
> 


)5 +¬ (5)2 : وم مم وأن 2)م - هارم - د . مما سبق نجد أن © 
تقابل بين (م)5 و ('2)؟, ويحقة : 

(ك)ه -(6)م 2 5 - و Vé eS):‏ 
(تأكد من ذلك). أي أن و :م تماثل وهذا يناقض 0 العنصر 
5 م. . مما سبق نجد أنه قد تم البرهان على أن واحدة فقط من القضايا( 7-0"( 
تكون محققة. وحسب التمهيدية(١1-1-1)‏ لا يمكن أن تتحقق القضيتان(١)‏ و(۲) معا أو 
)١(‏ و (۳) معا. كما أن القضيتين (۲) و() لا تتحققان معا لأنه في الحالة العاكسة 
نجد أن المجموعة ۶ تماثل قطاع ابتدائي متها مما يناقض التمهيدية(١-؟-5).‏ , 


."-١‏ قدرة مجموعة و المجموعات متساوية القسدرة. 

إن مفهوم المقارنة بين المجموعات يلعب دوراً هاماً في الرياضيات بشكل عام وفي 
الد ا ف كلمن ا عن ا نت امو اك غير ا رسف 
مكف ا ا ا ا ا برق ااج كاك بين مرك 
طبيعة العناصر . فإذا كانت 8 ,4 مجموعتين غير خاليتين فإننا نقول أن 8 ے 4 عندما 
وفقط عندما يكون كل عنصر من 4 هو عنصر من 8. 





ST ااا‎ ْ ٌْ 7 9 7 : 


. المعيار الآخر للمقارنة بين المجموعات هو علاقة التساوي بين المجموعات وهذا. 
المعيار في الحقيقة ينتج عن المعيار الأولء وتكون المجموعتان RE 4,B‏ ا 
وفقط عندما 8 4 و 4ے 8 . أما إذا كانت هب 4 أو 4+ 8 فنا لاض أن 
المعايير السابقة للمقارنة بين المجموعتين 4,8 غير فعالة في :هذه الحالة. لهذا السبب 
سوف ندخل في هذه الققرة معياراً جديداً يمكننا من المقارنة بين المجموعات وسوف 
نسمي هذا المعيار قدرة المجموعة. 


لتكن 8 ,4 مجموعتين اختياريتين. نقول إن قدرة المجموعة 4 تساوي قدرة 
المجموعة 8 إذا وجد تقابل بين المجموعتين 4 و8. ونقول في هذه الحالة أن 
المجموعتين 4,8 متكافئتان ونرمز لذلك بالرمز(-). أي أن ظ 
B‏ حمستس متف ير : 3f‏ جه CardA = CardB‏ >+ 8 ~4 . 
ينتج من التعريف مباشرة أنه إذا كانت المجموعتان 8 ,4 منتهيتين فإن 4~B‏ 
ا و عا ر ع ف د ن ان وها فن لنب أن 
قدرة المجموعة المنتهية هو مفهوم يعبر عن كمية العناصر التي تتألف منها 
اوغ ا فر ا ا و 
تتألف منها المجموعة. وهكذا نجد أن مفهوم القدرة بشكل عام يعطينا إمكانية للمقارنة ' 
بين المجموعات من حيث كمية العناصر. من جهة أخرى إن مفهوم القدرة يعطينا 
إمكانية لتجزئة أي جماعة من المجموعات وهذا يتضح لنا مباشرة خلال التمهيدية 
التالية: ش ْ 


7 


,.١-#"-١ .تمهيدية‎ 


لتكن (7 ع 1 :ب EE‏ ةم ماق جرس 
هي علاقة تكافؤء وصفوف تكافؤ هذه العلاقة هي المجموعات متساوية القدرة. 
البرهان. ش 

نتركه كتمرين للقارئ. , 























المثال التالي يعد من أهم التطبيقات على المجموعات المتساوية القدرة. 
ا | ْ 
١‏ - قدرتا أي مجالين حقيقيين مغلقين متساويتان. 

۲ - قدرتا أي مجالين حقيقيين مفتوحين متساويتان. 

۳ - قدرتا أي مجالين حقيقيين مفترحين من البسنار فقط مشاويتآن: 

4 - قدرتا أي مجالين حقيقيين مفتوحين من اليمين فقط متساويتان. 
٠‏ البرهسان. ش 


١‏ - ليكن [ط,ه] و [4,ء] مجالين حقيقيين بحيث اه و4 غدء. العلاقة 


[4,»] ج [ط,ه]: ر المعرفة بالشكل التالي: أيأ كان [2,5] ع × فإن 

f= 72 )4-+‏ 
هو تقابل (تأكد من ذلك). وبالتالي 

. إناره | له0‎ = Card[c,d] 
ليكن ]10,5 و ]6,4[ مجالين حقيقيين مفتوحين بحيث 6+8 و4 :ء. وهنا‎ - ١١ 
نميز الحالات التالية:‎ 
ظرفا كل من المجالين ]16,5 و ]6,4[ محدودان وفي هذه الحالة يعتبر التطبيق‎ -1 
,ء[ج]ة ,ه[: ر المعرف بالشكل: أيا كان ]5 ,مك ×فان‎ 4] 


(= 7— 





-~c)+e 
هو تقابل وبالتالي يتم المطلوب.‎ 
ب-طرفا المجال ]4,5[ محدودين والطرف الأيسر للمجال ]16,4 غير محدود. أي‎ 
أن ]4 ,هه -[=]4,ء[. وفي هذه الحالة يكون التطبيق ]4 ,مه - [ج]2,0 0 المعرف‎ 
بالشكل الثالي: يا كان ]2,0 - [> فان ` ش‎ 
XO 
E 





ae b[= Card]—2,0[= Card] o, d[ 


وذلك بالاعتماد على( (. 
ت قي المجال ]4,0[ محدودين والطرف الأيمن للمجال ]4 ©[ غير مخدود أي 
إه ,0 [-]0 ,| . في هذه الحالة فإن العلاقة إه ,ء[ج]10,2[: كر المعرفة و التالي: 


أيا كان ]2 59 عد فإن 





1 2 م 
١ TS‏ 


هي تقابل وبالاعتماد على( )١‏ نجد أن 
Card la, Bf Cûrd]0, 2] Card ]c, oof‏ . 
د- طرفا المجال ]6,5[ محدودان وطرفا المجبال 41 ا کل ون ۴ 


٠14]‏ في هذه الحالة فإن العلاقة ]ده ,]5[ E‏ 7 لمم 


-[ 90; oof 


2*2 


. Card ]a,b[= Card]—&,& = Card] — ]0ه رمه‎ 


2021 


بالشكل التالي: أياً كان ]2, - [ك × فإن م = (::)/ر هي تقابل ومنه 


4*6 ليكن ]0,8] و ]6,4] مجالين حقيقيين مفتوحين من اليمين فقط بحيث‎ - ٣ 
و 0 * © . وهنا نميز الحالات التالية:‎ 
آ- الطرف الأيمن قي كلا المجالين محدود. عندثذ العلاقة ],6] ج]ة ,ه] :كر المعرفة‎ 
بالشكل التالي:أياً كان ]5,ه] » × فإن‎ 





595 
8 - )ل 
هي تقابل» وبذلك نجد أن ٠‏ 
.Card[a,b[= Card[e,dj `‏ 

ب- الطرف الأيمن لأحد المجالين غير محدود. . لنفرض أن الطرف الأيمن 
للمجال ]4,5] محدود والطرف الأيمن للمجال ] ,ء] غير محدود.عندئذ ]» ,ء] -]4 [e,‏ 
ومنه العلاقة ]٠ه‏ ,»] ج]0,2]: ر المعرفة بالشكل التالي: 
یا كان [0,2] > × 'فإن . 


e 








ظ كح - 0080 / 
هي تقابل. ومنه . 
oof‏ ,ع |0074 =[0,2[ Card{a,b[= Card‏ . 

, يبرهن بشكل مشابه للحالة (۳)ء‎ - ٤ 

بعد أن توصلنا إلى الشرط اللازم و الكافي لتساوي قدرتي مجموعتين نأتي الآن 
لدراسة الشرط.اللازم والكافي كي تكون قدرة مجموعة ما أصغر من قدرة مجموعة 
0 | 

قول إن قدرة المجموعة 4 أصغر من قدرة المجموعة 8 إذا وجد تطبيسق متبساين 
من 4 إلى 8. بمعنى أخر 

3f : 42322 7 ۰‏ جه .CardA > CardB‏ 
ا ی اکر ا اغوغ کر اوی فر ر کو رة 
ES‏ التالية: ش 
مبرهنة ۲-۳-١‏ .(كانتور- برنشتاين). 

لتكن 4,8 مجموعتين اختياريتين. إذا وجد تطبيق متباين من E,‏ 8 وتطبيق 
متباين آخر من 8 إلى 4 » عندئذ تكون 8 ~~ 4 . 
البرهان. ٠‏ 

لنفرض أن 8 جم : “رتطبيق متباين و 4 ج 8 :۷ تطبيق متباين أيضاً. لنضع 


,8 = (4) فيكون 8 ج4 : /ر نبلا ضا إذا فرضنا,4 = (۴)8 يكون: 


4 + 8 : نلا تقابلاً أيضا. من جهة أخرى إن مقصور # على 8 أي 
4 ج ,8 : ,ولا هو تطبيق متباين و بفسرض ر4 = (,2) و۴ نجد أن التطبيق 
ر4 ج ,8 : و۴ هو تقابل. وهكذا نجد أن التطبيق . 

ركه ج 4 : o£‏ للا - © 


oY 





تقابل. وبفرض أن 4 = م4 يكون ر4 = (40)©. لنفرض أن 4ه عت ش 
E‏ . عندئذ نحصل على السلسة التالية 
2٠‏ ببك د بك د بك د 2٠٠١‏ كل د كل د û‏ 


+1 


5505508 . لنفرض أن 5 = 22 . عندئذ 5 


i=0 


401 يلال ]انط = 0 )14 ب4) ]ات 5 = = 4 


ial . 


وهكذا نجد أن الجماعة ي,((,4 ١‏ ,2,)4) هي تجزئة للمجموعة ره ٠‏ وأن | الجماعة 
ب( ١4,‏ ,2,)4) هي تجزئة للمجموعة ,4 . من جهة أخرى فإن 


0 بوك 0 دروك ) 8 U‏ 1 تروك ١‏ روك) 0 Du‏ = وك 


i=0 


أيضاً 


2 


4 = Du يات‎ (i ١ LE 01 ل نا‎ (dai ١ بوك‎ J] 


i=0 


وبفرض أن [(ريك ١‏ بيه لفط =8 نجد أن 


i=} 


4 = 5 نا‎ U (A242 E 0 و‎ 6 = S5 نا‎ U4, ١ A 1 


i=) i=0 
أي أن الجماعة مت [( ,ر4 | ,ر5,)4) تشكل تجزئة للمجموعة ر4 وكذلك الجماعة أ‎ 
۴ : مر8,)4) تشكل تجزئة للمجموعة 4 . لنعرف التطبيق ,اد ج ,ا‎ ١ ا( وبر4‎ 
ا‎ ٠ بالشكل التالي: أيا كان ,ل > ۾ فإن‎ 
0 2 مع‎ 
O(a) 65م‎ 1 
إن التطبيق # متباين لأنه إذا كان ,4 > 0,5 بحيث 5 = 4 فإنه:‎ 
00 إذا كان 5 ع ۾ فإن (17)8- 8 - ۾ = (ي)'ذا.‎ - 
إذا كان 5 » ۾ فإن (6)¥ = (6)© = (6)4 = (0)لا.‎ - 


. ¥)4( -| 














كما أن إلتعلبيق "7 غامر لأنه إذا كان ,4 ع 5 فإنه: 
- إذا كان 5 > 8 فإن وده 6 واي - (8)لا. 
- إذا كان 415 > 5 فإن aT‏ 


5 ورا لاء‎ ١ (مبيك‎ = ec \ec.»= 194 4= 


i=0 i=0 


el (42; ١ [(ببريك‎ = O( 4, e 


=0 


ومنه يوجد 4۱5 €¿ بحيث ظ = (4)© وذلك لأن © غامر. وهكذا فين 

ا ¥)a( = 9)4( = bh‏ ' 
أي أن /3ا غامر. با A‏ ر4 : /5ا تقابل. وبما أن 4ق :9 تقابل 
فإن 8:ج 4 : ذبن أيضاً تقابل وبالتالي 8 ج 4 : ناه “ي قاف وها ممه 


أن 8 ~۰4 م 
ف اك ع هر هة رت كر رها من كلذل التمهيدية التالية: 
تمهيدية .۳-۳-١‏ ظ 
العلاقة > بين القدرات هي علاقة ترئيب جزئية على مجموعة القدرات.. 
البرهسان. 
نتركه للقارئ. , 
المبرهنة التالية توضح لنا العلاقة بين قدزة لمجموعة و قدرة مجموعة أجزانها. 
مبرهنة .4--١‏ 
التكنخ ا مجو عة ماو رم مجموعة أجزاء المجموعة كر. عندئذ: 
CardA > CardP( A)‏ 
البرهسان. 
. سوف نميز حالتين: . 


CAE 0 <1 = Cara (4) iie A= : © الحالة الأولى: إذا كانت‎ - 


64 





3 الحالة الثائية: إذا كانت © + م لنأخذ العلاقة )2 ج 4 :كر المعزفة بالشكل 
التالي:. . أياً كان 4 ع ۾ فإن (») = (6)/ . من الواضح أن ۴ر تطبيق تاين وبالتسالي 
CardA < CardP (4)‏ . لنفرض جدلاً أن )4( CardP‏ = ۲4 عندئذ يوجد تقابل 
وليكن (4ر) ج 4 : © . لنأخذ المجموعة . 

((0)© ع م :لمعه H = fa:‏ 
لن تي ع بع لأنه إذا كانت © = 27 فإنه يوجد 4 € 4 بحیث © 32 
(لأن © غامر) وهذا غير ممكن. إذأ © ع H‏ وبالتالي يوجد عنصر 4 ٤ط‏ 
بحيث 8 = (۵)0. وهنا نميز حالقین: ‏ . 

- الحالة الأولى: إذا كان 87 € 5 عندئذ 87 = (5)© © 5. 

- الحالة الثانية: إذا كان 7 © 5 عندئذ 27 = (9)5 ع 5. 
وهذا غير ممكن في كلا لأخالتين. بداو أن E‏ . وهذا 


` .يبين لنا أن )4 ( طهمهن) < 0087044 o ١‏ 


سي 
المجموعات تتوضع في سلسلة متزايدة من الشكل 

ش > 1ل يرع ورك 0 > 3 >2 >1 > 0 
حيث العا لطبيمية تمل قدرات المجموعات المتبية وهاه اللسلة غير منتويسة (لا 1 
تنقطع) وهذا ما تثبته المبرهنة(١ (f~‏ 
مبرهنة ١‏ الاق . (مقارنة المجموعات). 

من أجل أي مجموعتين 8 ,4 تتحقق واحدة فقط من القضايا التالية: 
١‏ - المجموعة 4 تكافئ المجموعة 8 . 


ش ۲ -.المجموعة 4 Bg aS‏ يسا 


50 1 
٠"‏ - المجموعة 8 تكافئ مجموعة جزئية من 4 و 4 لا تكافئ أي مجموعة جزئية 


من 8 . 




















اليرهسان. 
بما أنه بالإمكان تعريف غلاقات ترتيب على المجموعات 4 و 8 بحيث تجعلها 
مجموعات.مرتبة جيداً فإنه حسب المبرهنة(١-7-7)‏ تتحقق واحدة فقط من الحالات 
التالية: ١‏ 
-١‏ المجموعة 4 تكافئ المجموعة 8 . 
؟ - المجموعة 4 تكافئ مجموعة جزتية من 8 . 
۳ - المجموعة 8 تكافئ مجموعة جزئية من 4ر. 
و إلا تكون مبرهنة كانتور- برنشتاين محققة. , 
العمليسات على القسدرات. 


وجدنا سابقا أن كل عدد طبيعي يمثل قدرة لمجموعة منتهية: والطلافتنا سن فة 


سوف تقوم بتعريف عات مقائية العمليات على الأعداد الطبيعية (صنع وكسوب 
...) بحيث تتطابق. هذه العمليات مع مثيلاتها في مجموعة الأعداد الطبيعية: 


لتكن 71 قدرة لمجموعة ما. نقول إن 72 هي مجموع للقدرتين ,1,171 أي ش 
n = mM, +a‏ ذا كانت كل مجموعة قدرتها م يمكن تمثيلها على شكل اجتماع 


لمجموعتين غير منقاطعتين قدرة إحداها ‏ وقدرة ا 


تمهيدية ١-#ب-5,‏ 


لأجل أي ر توجد مجموعتان ,8 , ,8 بحيث 8 ~ 4 و 8 نہ رك 
وأن © = ر8 م ,8 . ش 
البرهسان. ۰ 
لیکن ره * ,© عنصرين ما ( على سبيل المثال 2 = ره,1= ,4) ولنضع 
B, ={a,}x 4,‏ و B, ={a}x<4d,‏ ` 


فنجد أن التطبيقات التالية ,8 ج ,4 : كر المعرف بالشكل (×ر,ه) = (») كر أيا كان 


4 > ×۰ و 8 ج رك : ير المعرف بالشكل (بزوره) > (ن) كر أيا كان ,4 > بز كل 


كه 





مما قال ( تأكد من ذلك) ومنه ,8 -- ,4 و ر8 ~ 4 وأن © = ر08 ,۰8 


.۷-۳-١ تمهيدية‎ 


لأجل أي قدرتين 71 , ,1 توجد القدرة ر71 + ,7 . 
الور تار ش 
بما أن ,7:,,77 قدرتان فإنه يوجد مجموعتان رك ,4 بحيث ,م = ,067 وأن 
ر" = ر0674/4). لنأخذ المجموعتين ر8 , ,8 المعرفتين في التمهيدية(١-1-7).‏ بما أن 
© = ر8 ۸ ,8 فإنه حسب التعريف 
Card(B, U B,) = CardB, + CardB, = CardA, + CardA, = m, +m,‏ ۾„ 
المبرهنة التالية تبين لنا خواص عملية الجمع. 
مبرهنة ۸-۴-١‏ 00 
إن جمع القدرات تبديلي وتجميعي. بمعنى أنه من أجل القدرات وري .7 فإن: 
.M +m, = my, +, ¬‏ ش 
؟ - (n, +m) + My 71 + (mM, +m)‏ . 
البرهسان. 
١‏ - لنفرض أن 4 مجموعة تحقق 2+ 71 = 00744 عندئذ توجد ب ٠‏ 
,44 بحيث ©= ,4 0 4 و يلد ذا 4 A=‏ و أن ج71 = CardA, = m,,CardA,‏ 
ومنه نجد أن ,م + ,دم = ر + ,5 . بشكل مشابه نبرهن على الخاصة ؟., 
لنتعرف الآن كيفية جداء القدرات. 0 
تعريسف. ْ 
نقول عن القدرة م إنها جداء للقفدرتين 2.712 أي وترم ع بم إذا كانت كل _ 
مجموعة قدرتها 7 تساوي جداء ديكارتي لمجموعتين رھ 4 ا 
.CardA, = m,, CardA, = m,‏ أي أن .Card(4, x 4, ) = CardA, .CardA,‏ 
ينتج من التعريف أن جداء القدرتين ,۸ 7 موجود دائما. 
خواص جداء القدرات وعلاقته بالمجموع نوردها من خلال المبرهنة التالية: 











مير ا ۹-۳-1 

إن جداء القدرات يتمتع بالخواص التالية: أيا كانت القدرات ,ر1 ,”7 فإن: 
My, = Mi A 7‏ . 
(mM, )mM; = mn, (mM) > Y‏ . 
د M1, (Ma IM) = MM, tn‏ - 
البرهسان. 

لتكن 2 ,8 ,۸4 مجموعات تحقق 

CardA = nı, , CardB = m, ,( CardD = 1 
بما أن المجموعتين 4 × 8,8 ×4 متكافتتان أي 4 ×8 ~ 8 ×4 فإنه حسب‎ - ١ 
2 1500 التغريف‎ 
Card(4 x B) = Card(B x A4) ش‎ 
ش ش‎ ٠ 171.771 = ومنه ,771 ر771‎ 
(4x («> - ~ بما أن (810) »م‎ - ۲ 
007:0 (A x B) x D = CardA x (Bx D) 
أي‎ Card(A x B).CardD = Cardd. EBRD ومنه‎ 
(i, 11); = 171, (1) 1, ) 

۳ - لنفرض أن ي = 0 4۸ عندئذ بما أن (4x D)‏ نا( ARBRE (4x‏ فان 


0 .M (1 + و14‎ ( = Mm, ومنة ,1 ,+ ر‎ Ax BN Bx A= © 


.4-١‏ المجموعات القابلة للعد. 


وجدنا سابقا أن العلاقة (-- أو علاقة تساوي القدرات اة اة 
و هفي 


ْ المجموعات» وبالتالي فإن هذه العلاقة تجزئ لنا أي جماعة من المجموعات سين 


صفوف تكافؤ. إن أحد أهم صفوف تكافؤ هذه العلاقة هو صف التكافق لراك 
بمجموعة الأعداد: الطبيعية [*27] . ` 


RA 








تعريسف. 

سوب نقول عن المجموعة 4 إنها قابلة للعدء إذا كانت تنتمي إلى صف التكافق. 
المولد بمجموعة الأعذاد الطبيعية الناتج عن ق انعم كر تقول ان 
اغ قابلة للعد إذا كانت قدرتها مساوية لقدرة مجموعة الأعدلد 
الطبيعية ٠77”‏ والذي يكافئ بدوره إمكانية ترقيم ماين E‏ الأعداد 
الطبيعة. نرمز لقدرة مجموعة الأعداد الطبيعية بالرمز,؟! وتقراً | آلف صفر) وياتالی 
تكون قدرة أي مجموعة قابلة للعد مساوية م 8. 

من التعريف ينتج مباشرة أن أي مجموعة قابلة للعد هي مجموعة غير خالية و غير 
منتهية. : 
أمثلة: 

E‏ قابلة للعد. 
-١‏ مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية الموجبة قابلة للعد» لأن العلاقة ' 
*22 ج ":۶ المعرفة.بالشكل 2 - (7) ر ا کن “بدك رن اا ي | 
۳ كل من المجموعات *2 و 77 قابلة للعد. 
٤‏ - مجموعة الأعداد الصحيحة 7 قابلة للعد لأن العلاقة N‏ ج 2: ر ا 
بالشكل التالي یا كان 2 € ۸ فان 


2+1 n>0 
(= - 2# > 0 


هي تقابل. 
ه - مجموعة الأعداد العادية 5 قابلة : للعد. 


نعلم أن كل عنصر 0 6ت هو عبارة عن كسر 2 - بن غير قبل للاختصار حيث ‏ 
٠.‏ 3 : 0 1 


7 ع .م وأن 0 < › وهذه الكتابة وحيدة. . نسي المجموع ٩‏ + || ارتفاع العدد ج . 


واضح أن الأعداد إلتي يكون ارتفاع كل منها م تشكل مجموعة منتهية» » فعلى سبيل 
المثال يوجد عدد واحد فقط ازتفاعه ! هو وأنه يوجد عددين لاسي 8 


0 











هما ,ل وتوجد أربعة أعداد ارتفاع كل منها 3 وهي هي ن ,ررر وهكذا. سوف 
نقوم بترقيم جميع الأعداد 0 جه بحسب ارتفاعها ونبدأ بالعدد الذي ارتفاعه1 ثم 
بالأعداد التي ارتفاعها 2 وهكذاء فنجد أنه بهذه العملية يتم بناء تقابل بين *37 و © 
وهذا يبين أن المجموعة © قابلة للعد. , 

نأتي الآن إلى ذراسة خو اص المجموعات القابلة للعد وأولى هذه الخواص نوردها 
من خلال المبرهنة التالية: ْ 
مبرهنة .١-٤-١‏ ۰ 
٠‏ كل مجموعة جزئية وغير منتهية من "7۷ تكون قابلة للعد. 
البرهسان. 

لتكن 2 مجموعة جزئية من *37 وغير منتهية. ولكون المجموعة "۸ تحقق الشرط 
الأصغريء لنفرض أن ,ه العنصر الأصغر في 2 وره ار لار فين 
e‏ العنصر الأصغر في.[يه,,©1١21.‏ ش ش 
لنفرض أنه تم تعيين العنصر ه الذي هو عنصراً أصغراً في المجموعة 
٠.٠0,»‏ ره, به 2١‏ عندئذ بالا مكان تعين العنصر ,,,ه والذي هو عتصراً 
ارف O‏ نتابع بالاستقراء على هذا الشكل نجد أن 
“,وه ,ره ,»4 = 2 أي أن المجموعة 7 قابلة للعد. , 

المبرهنة السابقة يمكن تعميمها على النحو التالي: 
مبرهنة .!-٤-١‏ 1 

أي مجموعة جزئية وغير منتهية من مجموعة قابلة العد تكون أيضاً قابلة للعد. 
البرهان. 

لتكن 1 E‏ تعدو عا EE gD‏ . بماأن 
المجموعة رز قابلة للعد يوجد تقابل ١“‏ < 2: /ر. من جهسة أخضرى 
التطبيق 2 ج : نا 50 بالشكل » = (ي) نا َا كان 5 » © هو تطبسق متباين 
وهذا يبين لنا أن التطبيق ١"‏ ج 8 : ١#‏ متباين. وبما أن المجموعة (5) 0130 ر 
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غيز منتهية ومحتواة في ”۷ نستنتج أن المجموعة (8) اه دمر قابلة للعد. بهذا الكل 
نجد أن المجموعة 5 قابلة للعد. , 

وجدنا 1000 وهنا لابد لنا من 
التساؤل هل العكس صحيح» بمعنى آخرء هل كل مجموعة غير منتهية تكون قابلة 
للعد. الجواب عن هذا التسناؤل نجده في المبرهنة التالية: 
مبرهنة ,#-4-١‏ 

كل مجموعة غير منتهية تحوي مجموعة جزئية قابلة للعد. 
البرهان. 5 

لتكن 5. مجموعة غير منتهية ولنفرض أن ,× هو العنصر المختار من المجموعة 5 
اعتمادا على موضوعة الاختيار. و لنفرض أيضاً ز× العنصر المختار من 
المجموعة (,<؟ ١‏ 5 . لنفرض أنه تم تعيين العناصر ,×,٠٠٠ر×و‏ × بالطريقة السابقة. 
عند هكا نورق الست رب عي آنه التي الا فين الج عة 
تس و 512 وذلك شي موضبوعة الافتيبان اكا و فة خضل 
بالاستقراء على التطبيق المتباين 5 ج e‏ الذي قاعدة ربطه ,× = (م)لر وذلك أيآ 
كو ARSEN‏ المجموعة 

J(N)={x,: neN?} 

قابلة للعد وأن 5 > ( ٠)۷"‏ م 
ما -4-4. 


تون ف قابلة للعد. ' 


البرهسان. 

إن المجموعة £ 4١‏ غير منتهية(تأكد من ذلك). وحسب المبرهنة(١-٤-۳)‏ فهي ‏ 
تحوي مجموعة جزئية قابلة للعد ولتكن 8. ومنه يوجد تقابل 8 ج *37: . من جهة 
أخرى يوجد تطبيق متباين 86 4١‏ ج 8 : ©؛ وهكذا نجد أن التطبيق 


55 














1ج “37 :وق هو تطبيق متباين. كذلك بما أن المجموعة 4 قابلة للعد يوجد 
تقابل */ار ج 4 : كر وكذلك يوجد تطبيق متباين 4 ج 4۱: ,©. وهكذا نجد أن 
التطبيق * N‏ ج £ 4١‏ : ره © هو تطبيق متباين. وحسب المبرهنة (١-5-4؟).‏ نجد 
أن المجموعة 4١7‏ قابلة للعد. , 1 | 
. خواص أخرى للمجموعات القابلة للعد نوردها من خلال التمهيديتين التاليتين: 
تمهيديسة دهده 1 ش 

لتكن 4 مجموعة قابلة للعد و 8 مجموعة غير منتهية. . تكون المجموعة 8 قابلة 
للعد في كل من الحالات التالية: ٤‏ 
-١ '‏ إذا وجد تطبيق متباين 4 ج 8: ر . 

7- إذا وجد تطبيق غامر 8 ج 4 : چ . 
البرهان. 

١‏ - لیکن 4 ج 8 اين ماو وض ان = (ه)لر عندكئذ التطبيق 
ګ ج 8 : ۶ تقابل» وبالتالي تكون المجموعة 1# غير منتهية وبما ا 
وشت التيرهنة (0-4-1)فإن المجموعة 7 تكون | قابلة للعدء وبالتالي ان عة 8 
تكون أيضاً قابلة للعد. ج' 


۲ - لیکن 8 ج 4 :۽ تطبيقاً غامرا. اروك تسر دو قا LAE‏ 


فقط 4 © ,× بحيث بر = (ر×)ع. بهذا الشكل نحصل على التطبيق المتباين 
4 ج 8 : © الذي قاعدة ربطه ,× = (ز)9» وبما. أن المجموعة 8 غير منتهية حسب 
)١(.‏ تكون المجموعة 8 قابلة للعد. , ش 
تمهيدية .1-4-١‏ 
القضايا التالية صحيحة: 
لمان */2 قابلة للعد. 
- إذا كانت المجموعة (7 قابلة للعد فإن المجموعة 2 × تكون قابلة للعد. 
- إذا كانت المجموعتان 4,8 قابلتين للعد تكون سل قابلة للعد. 


1Y 








34[ كانت المجمواغة يز كيلة ال ومر هة #رمنتيية فن الم عة نة 
تكون قابلة للعد. 

-  .ناهربلا‎ 

1- التطبيق * ۸ ج *37 ع :ر الذي قاعدة ربطه ”2".3 = ((7,))رء وذلك أياً 

كان *37* ۸ > (70,::) هو تطبيق متباين وحسب التمهيدية(١-0-4)‏ تكون المجموعة 
غير المنتهية "۷× “77 قابلة للعد. 

رس أن المجموعة 2 قابلة للعدء عندئذ يوجد تقابل .g:iD+N*‏ 5200 

التطبيق N‏ »ا N*‏ ج 72 22 :£ الذي قاعدة ربطه ١‏ 

) + (6)ع,(م)ع) = (ط,ه))/ 
وذلك أيا كان 22 > (6,5) فنجد أن / تقابل وبالثالي تكبون المجموعة (1 ×2 
قابلة للعد. كلا من او عر م ٠0‏ 


.-١‏ بعش لفن اة الصحيحة. 

ع اننا ا الجبر المجرد خواص الأعداد الصحيحة وفي هذه الفقرة سوف 
ندرس بعض هذه الخواص. وجدنا في الفقرة )١-١(‏ أن كل مجموعة جزئية وغير 
خالية من */3 تحوي عنصراً أصغرياً أو أصغراً (*27 مجموعة مرتبة كليآً ). يمكننا 
صياغة هذه الحقيقة بشكل آخر. 


جا 


كن مر شير خالية من ااا ام انوج كدري را اسر 

بما أن مفهوم قابلية القسمة يلعب دوراً أساسياً في نظرية الأعدادء لأجل ذلك سوف 
نبدأ بالتعريف التالي: 
تعریسف. 

لیکن 7 > 5,ه بحيث ±0 6. 
.< نقول إن 8 قاسم للعدد © في 7 إذا وجد 2 > ۾ يحقق وط = ۾. 
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- نقول عن 2 ع م إنه عدد أولي إذا كان1 < بر وكانت مجموعة قوا سمه هي 
(صحيص 1-1{ ٠‏ 

- نقول عن 7 > 5 إنه مضاعف للعدد 7 »ع + إذا وجد ‏ ع 14 يحقق أا = 5 . 

"كنا كردا احتعقييء E‏ تعر لعن الأحداة. ا و 
المفهوم سوف تحدده لنا المبرهنة التالية: . 
مبرهنة .١-5-١‏ ( خوارزمية القسمة ). 

لیکن 2 © ,4 بحيث 0 < ظط عندئذ يوجد 2 »> ,و بحيث +٣‏ وج = وأن 
> ۲> 0. زد على ذلك فان 9,7 يتعينان بشكل وحيد. 


البرهسان. 
انأخذ المجموعة 
S={a—kb: kez, a-kb>z0}‏ 
نميز حالتين: ظ 


- الحالة الأولى: £ » 0. في هذه الحالة واضح أن © عد £ وبالتالي يوجد 2 > ,۸ 
بحيث 0 = ط۸ -» أي أن ط۸ = »» ومنه العدد 5 قاسم للعدد ۾. وهنا نأخذ ,م = ۾ 
و0 -. والمبرهنة صحيحة في هذه الحالة. 0 00 
- الحالة الثانية: 5 © 0 . لنبرهن في هذه الحالة أن © + ؟ ا وه 
التالية: ش( ش 

- إذااكان 0 < ۾ فإن 0 < 0-608 وبالتالي 5ع 05 -». 

- إذا كان 0 > 4 فإن 0< (4)1-25 = 204(5) -4 وبالتالي $ € 6 

- إذاكان 0 = ۾ فإن 0 < 1(8-)-0 وبالتالي كاء 1(8-)-. 

مما سبق نجد أن © + 5 كما أن "۸ ے 5 ومنه 5 تحوي عنصراً أضغراء وليكن 
a- qb‏ = م وبالتالي , + 00 = ۾ حيث 0 < . لنبرهن على أن 8 > . لنفرض جدلا 
أن 2< 7 عندئذ 0 < ط- ۲= ظط — (gq +1) = a— qb‏ -ه وبالتالي ۶ ع 4+1(5) a—‏ 
a‏ -ع > EE (q+1)b‏ مسر لبي .إذا 
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كان 3-” فإنه في هذه الحالة يكون 5(© -1) = ۾ أي أن 5 ع ف( -1) -ه 
وأن 0 = 5( -1) -ه وهذا يناقض کون 5 © 0. مما سبق نجد أن > ”> 0.: 
00 الوحدانيبة. لنفشرض GE ÛÎ‏ وأن + طرو = حيث ق > 0>7 و 
م وأن 2 »© ,4.. ومنه ۲+ 5و = +٣‏ 95 و بفرض أن ” < م نجد 
=F —F‏ ((©و-6)0 أي أن 8 قاسم للعدد ‏ ” ورور كر . وهذا يبين لنا 
أن 0= -٣‏ ۶ وبالتالي 7 = ” وكذلك ,4= ۰4م , 


1 ماه وفي هذه اا ا a=‏ 
> م >0 . نسمي ١‏ المقسوم ونسمي 7 المقسوم عليه ونسمي ۾ اتج (خارج) 





اللا 0 


نأتي الآن لدراسة خاصة جديدة للأعداد الصحيحة وهي القاسم المشترك الأعظم 
تعري يف. (القاسم المشترك الأعظم). 
ليكن 5,© عددين صحيحين مغايرين للصفر. لقاسم المشترك الأعظم للعددين © و 
هو أكبر عدد صحيح موجب يقسم كلا من © وط في آن واحد. ونرمز له (800)4,5. 
إذا كان 1= (0)6,5مع نقول في هذه الحالة إن العددين © وط أوليين فيما بينهما. 
المبرهنة التالية تثبت لنا أن القاسم المشترك الأعظم لأي عددين صحيحين مغايرين . 
للصفر موجود. 
مبرهنة ١-ه-8؟,‏ 


لیکن a,b‏ عددين صحيحين مغايرين للصفر. عندئد يوجد / € ار؟ بحيث 


ش +5 + as‏ = (0),5ع8 . زد على ذلك فان (500)0,78 هو أصغر عدد صحيح موجاب 


من الشكل 1ط + ئه . 
اليرهسان. 
لنأخذ المجموعة 





}2 >7 : ا =3 ٠‏ 
من الواضح أن المجموعة 5 غير خاليةء كما أن */2 .5 وبالتالي فإن المجموعة 5 
درق ن اع وليكق 21 دوزت 3 هه 2 ع2 . وحسب خوارزمية القسمة 
يوجد 2 4,٣ ٤‏ بحيث .7+ 004 - ه وأن 4 > > 0: . لنفرضن أن 0 < 7 عندئذ 
qt = al - q8) + b(-qt) € S‏ - 003 - ج r=a-— qd = a-— q(as +b) = ١‏ 
وهذا يناقض كون 4 'عنصراً 'أضغراً في 5. ومته نجد أن 0 = ١‏ وبالتالي 4؟ = أي 
ا بشكل مشابه نيرهن أن 4 قاب للعدد ا. مما سبق نجد أن 4 قاسم 
مشترك للعددين © و 5. 
یکن 4 قاسماً مشتركاً آخر للعددین ۾ وط عندتذ يوجد 2 ۸ بحيسث اا =4 و 
dk‏ =0 ومنه a.‏ 
dis + dlt = d (hs + Kt)‏ = غط + d = as‏ 


٠‏ وهذا يبين لنا أن ,4 < 4 . مما سبق نجد أن # هو قاسم مشترك أعظم 


للعددين ga‏ 2ن ا 
E‏ أخرى للأعداد الصخيحةء وهذه الخاصة تسمى المضاعف TE‏ 


ا 


ش المضاعف المشتر ك الأصغر للعددين المغايرين للصفر bya‏ هو أصغر عدد 
صحيح موجب يكون مضاعفاً لكل من العددين © و 5 في آن واحد. وسوف نرمز له 
.Jem(a,b)‏ ` ْ 
خواص کل من القاسم المشتراك :الأعظم والمضاعف المشترك الأصغر لعددين 
والعلاقة بينهما نوردها من خلال التمهيدية التالية: 
تمهيدية ١-ه-",‏ | ' 
الست ف اا م ية مرجببة و لقمرضن أن (5 2460 هبو 


(ط,ه)”ء] = ر . عندتذ القضايا التالية صحيحة: 
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-١ .‏ إذا كان 2 > : و يقسم العددين © و 5 فإن + a‏ 
؟ - إذا كان 2 ع ى مضاعفاً للعددين 5 فإن و يكون فضناعفا لدد 51 
ار ها 
--١‏ بما .أن (801)6,5 - 4 عندكذ يوجد 2 > ",و ور = 4. لنفرض أن + 


. يقسم كلا من 4 و ف عندئذ يوجد 2 © راو بحيث ,= ۾ و 4رة- 8 ومنه 


d = 4 +t tr ١-4 +r) 
۰ .4 وهذا يبين لنا أن + يقسم‎ 
` ؟ - بما أن (1071)2.6 - 1 يوجد 2 € ,11,71 ا و ر" = ”.لیکن‎ 
ى مضاعفاً آخر للعددين © و 8 عندئذ يوجد 2 © ۸,۸ بحيث ۸۵ = 5. و ر۸ =؟.‎ 
وحسب خوارزمية القسمة يوجد 7 ع 9.7 بحيث ۲ + برو = ىو وأن 7# > > 0. شرن‎ 
r = ساى‎ QM = 114 ~— 0111, 4 = (A, - 471(٩ عندئذ ۸ر4 - ى = 7 ومنه‎ ٣ 0 جدلا أن‎ 


F = ساو‎ qm = nb - 01115 = (n, - qm, )D وف‎ 


وهذا يذاقض کون (1071)8,5 = 71 . مما سبق نجد.أن 0= ۲ وبالتالي صي = ی أي أن ی 


هو مضاعف للعدد 72.,. 
تمهيدية ١‏ و : 
يا كانت الأعداد 2 > ء,ط,» القضايا التالية متكافئة: 
.gcd(a,bc) =1 -١‏ 
gcd(a,b) =1 ~1‏ و 1= .gcd(a,c)‏ 
ارا : 0 
()= (). ارك أن'1 ged(a, e‏ عندئة يوج د ۲٤2‏ ,و بحزث 
dt + s)bc( =1‏ ومنه1 = at +(e)‏ و1 = at +e(bs)‏ وهذا ا 03 
ged(a, b) =1‏ و أن 1= (© )60 . 
()=(). لنفرض جدلا أن1< 4 = .‘ged(a; he)‏ عندئذ ذ فإن 4 يقسم کلامنه و عط 
وبالتالي و بحیسث ا a=‏ دنه ان ا ا 











1= (0)6,8مع فانه يوجد 2 ع ,و بحیث 1= مم + aq‏ ومن ¢ = acq + ber‏ 
وبالتالي » = (5 + )4 وهكذا نجد أن 4 يقسم كلاً من © و ء وهذا يناقض كون 
1-(0)2,6مع. مما سيق نجد أن 1= 4., 

خاصة أخرى تتعلق بالأعداد الأولية نوردها من خلال التمهيدية التالية و التي تسمى 
تمهيدية اقليدس. ظ 0 
تمهيدية ١-ه-0.‏ ( تمهيدية اقليسدس). 

ليكن م عدداً أولياً و 7 ع طره. إذا كان م يقسم الجداء 4.5 عندئذ إمام يقسم + 


أو م يقسم ط. 


البرهسان. 

لنفرض أن م يقسم الجداء ط.ه وأن م لا يقسم © عندئذ يوجد 72 بحيث 
pn‏ = 65. وبما أن 1= (م,ع)0هع نجد أن 1 ع ام + که حيث 72 ٤‏ 4,ى. وبالتالي فإن 
.b = abs + bpt‏ أي أن (57 + )م = م وهذا يبين لنا أن العدد مم يقسم ١6‏ , 

التمهيدية(١-0-5)‏ تملك تعميماً على النجو التالي: 
تمهيديسة 1--1. ١‏ 

ليكن م عدداً أولياً و 2 © ,ه,“٠٠رره‏ ,ره ٠.4,‏ إذا كان العدد م يقسم الجداء 
٩.2.43.۰“,‏ فإن م يقسم على الأقل أحد المضاريب ,۵ حيث + ك 1> 1. 
البرهان: ' 

لنفرض أن م يقسم الجداء , ٩.2.۵.۰۰۰4,‏ عندئذ يوجد 2 ع ۵ بحيث ` 


فى ٠0.0‏ وا و4 0 


لنتبع طريقة الاستقراء في البرهان. من أجل1 LE Ea‏ 


صحيحة في هذه الحالة. لنفرض أن التمهيدية صحيحة من أجل 7-1 ولنبرهن علبى 
صحتها من أجل ۸. لدينا 70 = ,(,_,4.٠٠٠.و4.ر4.4)‏ وحسب التمهيدية (١1-ه-ه)‏ 
إما م يقسم ره أو م يقسم ,_,04.-...,0.ره.,ك. إذا كان م يقسم,ه يتم المطلوب. 
لنفرض أن م لا يقسم ,4. عندتذ م يقسم الجداء _,4.٠٠٠.و4.ر2. ٩,‏ وحسب الفرض 
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الاشتقرائي فإن م يقسم أحد المضاريب ,,4,““٠رو4,ر4,,4.‏ وهذا يبين لنا أن 
العدد م يقسم على الأقل أحد المضاريب ,١©,:©:45:٠٠",4,‏ 
نأتي الآن لإثبات المبرهنة الهامة التالية والتي تدعى المبرهنة الأساسية في 
الحساب. ش ٠‏ 0 
مبرهنة (.۷-٠-١‏ المبرهئة الأساسية في الحساب). ۰ 
كل عدد صحيح أكبر من الواحد هو إما عدد أولي أو جداء منته لأعداد أولية وهذا 
الجداء وحيد. بمعنى أنه إذا كان 1 < عدداً صحيحاً وكان . | 
PP,‏ بر n=‏ و ,4و4 ,4 n=‏ 
حيث ,م و رو أعداد أولية و >7 > 1و > ر >1 فإن ۲= ١‏ وبعد إجراء تبديل على 
الأدلة يكون ,4 = ,م e‏ 0 
البرهان. 
لنتبع طريقة الاستقراء في البرهان. لیکن 1 < 7 عا ھا أ. إذا كان 2 = م فان 
المبرهنة تكون صحيحة وذلك لأن 2 عدد أولي. اتفرض أن 2< ٠ر‏ ولنفرض أن 
المبرهنة صحيحة من أجل جميع الأعداد الصحيحة ع1 حيث « > 6 25. 00 
إذا كان العدد :, أولياً يكون قد تم المطلوب. إذا لم يكن الغدد # أولياً عندئذ بالإمكان 
كتأبة العدد م عن الشكل اه = 7 حيث 2 ع 0,5 و 1< ۾ وحسب القفرض 
الاستقرائي فإن 000 
Py. P2 .*"*.P,‏ > © و ,42.0.4 = D‏ 
حيث كل من ,م و ري أعداد أولية و >5 >1 و5 ك رك1ومنه 
:0 و P2.**".P,‏ رط = n= ab‏ 
وهذا يبين لنا أنه أمكن كتابة العدد ” كجداء منته لأعداد أولية. مما سبق نجد أن 
المبرهنة صحيحة لأجل 7 وبالتالي فهي صحيحة لأجل أي عدد صحيح 1 < . لنبرهن 
الآن على وحدانية الكتابة. لنفرض أن العدد الصحيح1 < 7 يكتب بطريقتين على, النحو 


A= 2.8... 0 
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حيث أن كلاً من :م و4 أعداد: :أولية و” >1 و jst‏ >1 بما أن ,مر عدد کک 0 
و يقسم الجداء ,ب.:. 2000 وحسب التمهيدية(١-ه-‏ -1) فان 2 يقسم. أحد : 


المضاريب ,,*:ر4, ٠4‏ لنفرض أن ,م يقم ٩,‏ . . وبما أن كلا من ,ب و ,ي أعداد 
أولية نجد أن ره = ,م . . ومنه يون 

P2 D3. DP, = d42 44 °,‏ 
بمتابعة العمل 5 الشكل عدداً منتهياً من المرات نجد .أن 1= ۲ وأنه. بعد إعادة ة الترقيم 
فإن ,و = رم وذلك لأجل كل دليل 7ك ,١15>‏ 


١‏ 1 توا فق الأعداد الصحيحة. 


٠‏ في هذه الققرة سوف ندرس واحدة من أهم تطبيقات خوارزمية القسمة. 
تعريسف. 

لیکن 1 < ۸ e‏ وليكن 7 > 2,5 .نقول. عن العددين » وط إنهما متطابقان 
بالمقاس 2 إذا كان 0 - م 'يقبل ا بقل و و ق ا 
لباقي ق على ۸ بالرمز  .amod-n‏ ش 
مثبال. 0 
19mod-3= 1 8mod- 3 2‏ و5 =6 .23mod-‏ 1 
مبيييز ال جم و 57 37 ةفل a = bmod-‏ لأن 
2043 -4-8-57-37., 

من التعريف ينتج مباشرة ما يلي: 
-١‏ إذا كان العدد الصحيح © يقبل القسمة على 7فإن 500-۸ 4. 
۲ - إذا كان باقي قسمة © على 7 يساوي فإن 7 0مس" > ه. 0 


اش الآن لدراسة بعض خوزاص التوافق للأعداد الصحيجة: 


.بآ 





. تمهيدية 1-۹-1 


ليكن 1 < «عدداً صحيحاً وليكن 2 > 4,5 EE EE‏ 
يكون :7 -81000. عور أن يكرت الي بده ماعل اترساري بلي ا 


أي أن 


. amod- و‎ = 6 2200- n 

البرهسان. ش 
لزوم الشرط. لنفرض أن 5000-7 = © عندئذ »1= 4-8 حيث ‏ »ع . من جهة 

أخرى.» حسب خوارزمية القسمة فإنه يوجد 2 © :0:04:57 بحيث + مو = و 
ل 474 b=‏ وأن ۸ > ٣,۶‏ > 0. بفرض أن ؛7 < ٣‏ عندئذ 

(:1-”م) + له - و) = 6 - هع 
وحسب الفرض فإن 0= ٣-۶‏ وبالتالي ٠.٣۶‏ ظ 
كفا الشرط. لنفرض أن ۸+۲ = و +1 ۹=( حيث 2 € 4,447. 


و > ۲ >0. ومنه ۸( ۾ - و) = 4-8 . وهذا يبين لنا أن ۸ - 0دص ط > ۰٩‏ م 


التمهيدية التالية تعطينا خواص علاقة التوافق (=) على مجموعة الأعداد الصحيحة:. . 


تمهيدية ١‏ سآ 
علاقة التو افق (=) على معو الأعداد الصحيحة هي علاقة تكاو. 
البرهان. 


ليكن 1< ۸ OE‏ أياكان 7 عه فإن 0= 0# - 0-2 ومنه 
7 -2200» = ۾ و العلاقة (=) انعكاسية. اي كان 2ء 9,5 بحيث 0-۸ص 8 = ۾ فإن . 
8-© يقبل القسمة على # وبالتالي ۾ -ط ومنه + -04مده» = 5 والعلاقة (2) 
تناظرية. ایا كان 2 > غ,4,5 بحيث ٠‏ ش 
a= bmod- n‏ و b=cmod-n‏ 
فلن 9 = 8 -ه و ,بي = 8-6 حيث 2 ع ,4,4 ومنه 


a~c=a—~b+b—c= (q+ qn 





أي أن -4مصه = موالعلاقة (=)متعدية. مما سبق نجد أن العلاقة (خ)هي علاقة 
تكافو على 2. تعن ضقوف تكافو هذه العلاقة. ليكن 2 ع 4 5 أن صف التكافؤ 
المولد بالعنصر © هو ۰ 
r}‏ -1000م د عد ٠‏ :2 ع < :2 - [4] 
وهذا يبين لنا أن ۰ ا 
Z;jx-a=an:a eZ}‏ ع ع : 2 - [4] 
أي أن ;7 € به e 2× = © + on:‏ : : 2 - [ه] وأن مجموعة صفوف تكافؤ هذه 
العلاقة أو مجموعة الخارج هي ([1-#],:.[0[,]1[,]2]) -ي/2١‏ م 
خواص الجمع و الضرب بالمقاس 7 نجدها في التمهيدية التالية: 
تمهيدية ,"-4-١‏ ا ش 
ليكن 1 < 7 عدداً صحيحاً. القضايا التالية صحيحة: 


-١‏ إإا كان 2ع a42, ,b,‏ بحی ٿث لص b,‏ = و mod-‏ 4 و 


n‏ -1100 يق = , mo0d-‏ ره عنائذ: 
(b, +b, (8200- wı‏ = +200 (رم + ©.. 
mod n ۰‏ ي6. ,8ع 1000-2 ي0. ,© ٠‏ 
”+ إذا كان 2 0 ,۾ بحيث b mod n‏ = 0-۸ص عندتذ: 
0 كان 2ع + فإن ۸ -00م ”5 = 1 مم "0 . 
آي کان kez‏ فإن م kb mod‏ = ور k.a mod‏ . 
۳- إذا كان 7 ع a,b,c‏ بحيث ۸ -7200ء > -2200 (5 + ©) عندئذ: 
.amod-n=(c-b)mod-n‏ ` 
البرهسان. ش 
'. سنتركه للقارئ كتمرين. , : ۰ 
خواص أخرى ضرورية لنا في المستقبل نوردها في المبرهنة التالية: 


ا 





مبرهنة .٤-٦-١‏ 
لیکن 1 < 7 عدد صحيح. القضايا التالية صحيحة: 
-١‏ أياً كان 2 ء 5,ه فإن »م .(a+b)modn = amod- + + bmod-‏ 
- أياً كان ٤‏ +,ى,ق,ه بحيث أن 1 = (/,ى)لمع فإن 810200-54 = ۾ عندما و فقط 
عندما ى bmod-‏ > 4 و+-ل0مطاة = 4. 
- أي كان 7 ع 5,ه فإن )4۸ (ab) mod = (amod—-.ı).(b mod-—‏ . 
اليرهسان. 
-١‏ لدينا حسب خوارزمية القسبمة 7+ م0 =4 RE RES‏ حيث 
d92, 67‏ وأن 2 > 7 > 0. ومنه ْ 
+F,)‏ ) + زرو + (q,‏ ع a+b‏ 
وهنا نميز حالتين: 
الحالة الأولى: ۸ > ,7+ + > 0. عندئذ 
حلمم +r, = amod- n +b‏ مم ع .(a+b)mod-n‏ 
- الحالة الثانية: رع + > 2 . بما أن > زد > 0 فإن 27 > رع + >7 وبالتالي 
و وا +r,‏ م > 0 وهذا يبين لنا أن (- ر۶ + م) +۸ ع + ,د وهكذا 
n = (F +r, )mod-n = amod- n+ bmod- n‏ حلمم .(a +b)‏ 
۲ - لزوم الشرط. لنفرض أن 5200-54 = © عندتذ 4-8 يقبل القسمة على ١.1‏ 
وهذا بدوره يؤدي إلى أن 4-8 يقبل القسمة على ى و فجي أن وكيد أي 
أن ١ .a= bmod-ti ga= bmod- s‏ 
كفاية الشرط. لنفرض أن 8200-5 =4 و ٤-0ص‏ ط = ۾ عندئذ يوجد 2 6 ,7 
بحيث ر = ط-ه و دمر = ط-ه. وبما أن 1= (800)5,7 يوجد 2 » 8 ,ے بحيث 
1= 5 + عه ومنه & D(‏ -4) + 2ه(8 -ه) = ط -ه وبالتالي 
ا ش (51) قر + a—b = ay, (st)‏ 
أي أن +9(5/ز + a-b = (ay,‏ وهذا يبين لذا أن 4-8 يقبل القسمة على .8. وبالتالي 


.a = bmod- sf 


۳ - لنفرض أن ۲ + A EE b= qn +g 4 = ٩۸‏ 4 وأن تمساریسن )١(‏ 
۸ > ,۳ > 0. عندئذ ,م + ٩,7(7‏ + 97و + ,99) = 63 وهنا نميز حالتين: : 
- الحالة الأولى: ۸ > م > 0. عندئذ 1 5 . FID‏ _ 


من أجل أي عدد صحيح موجب بت أن EEE‏ 


11 


(a mod—n).(b mod- 7)‏ = جم = م ٠ :(a.b) mod-‏ 
0 لتكن ,م ,7,۰ و و2 215 أعداداً أولية مخئلفة. أثبت أنه نان 


- الحالة الثانية: “> "كم . عندئذ بالا مكان کنل زد بلشكل :1 وي - 
: العدد ,بر لا يقسم المقدار 1+ 7.7.7.٠“.‏ . 
؟ - أثبت أن مجموعة الأعداد الأولية قابلة للعدد. 

٤‏ - نسمي الأعداد التالية ....1,1,2,3,5,8,13,21,34 أعداد فيبونس وتعرف بالشكل 

٠ |‏ التالني1 > كرء 1= رر ۶ كر+ بكر = وبر وذلك أينا كان ٤۸‏ ×. أثبت 

ر ل 2 ش ش ۰ 

ه - لنأخذ المجموعة إ۸ > رر× :(ر,»)) = 5 ولنعرف على 5 العلاقة م بالشكل 
التالي 5 > (4,ه),(5,ه) 7 فإن 42 + 2م = :5+ ۾ جه (4,ء)م(ط,4) أثبت أن 
العلاقة 2 عن عاد د ا ا ا 
المعنى الهندسي لها. ۰ 

5- لنعرف على ۸ العلاقة م بالشكل 2ج ,هل فان 0 < طه جه طمه. ثبت أن ٠‏ 
العلاقة م هي علاقة تافو على ۸. 0 

۷ <-. لتكن 4[ مجموعة مرتبة جزقياً. أثبت أن القضيتين التاليتين متكافئتان: 
أ - كل مجموعة جزئية وخير خاية من ]20 تملك عنصراً أعظميً (واحد على Ù‏ 
الأقل). ١‏ ا ظ 
ب - كل م مقر کو کک رھ > رفاك ره عن فار ا فق 


حيث 7 € 4‰ د 7۸> 0570 ومنه 
ab = (qq, + qn + qır + qo )n +‏ 


` „ab و حلمم‎ =r, مه‎ mod n = (a mod—7).(D mod- 7) وهذا يبين أنا أن‎ 


ےا 


2 أي يوجد دليل † يحقق ۰۰۰ = ٩,‏ = ,> = ,۰4 
۸ - لتكن ۲ مجموعة غير خالية وم علاقة متعدية معرفة على 7 وتحقق: 
- العلاقة م ليست انعكاسية.. 
- أيا كان ع ہر ,× بحيث رم× فان مر (:مب غير محققة). 





لا 











انعرف على المجنوعة 2 علاقة (>) بالشكل الثالي: 
Y= ¥‏ 7 نرم< جه Vx,y e P; SY‏ 
أثبت أن العلاقة ( >) هي علاقة ترتيب على . 
4 - لتكن:8 ,4. مجموغات مرتبة جزئيا و8 ج 4 :/ تمائل وليكن 4 > ۾ أثبت أنه: 
- إذا كان » عنضراً أصغر ( أكبر ) فان (6)/ هو عنصر أصغر ( أكبر ) 


ش في 8 . 1 : 
ش - إذا كان العنصر ۾ أصغرياً ( أعظمياً ا في 4 فان (0)/ر هو عنصر أصغر أصغري 
( أعظمي ) في 8ه 

٠‏ - أت أنه في أية مجموعة منتهية ومرثبة جزئيا يوجد عنصر أعظمي وآخسر 
أصغري. 


كلا 





الفقصسل الشسسانسي : 
قرت اج 


تعد الزمرة واحدة من أهم البنى الجبزيةء وهي تدرس بشكل عام الخواص الجبرية 
للعمليات الرياضية (جمع وضرب الأعدادء جمع وضرب المتجهات» جع وضرب 
المصفوفات الخ). وتاريخيا يعد مفهوم الزمرة أول ا البنى الجبرية المجردة 
التي أصبحت فيما.بعد أحد أسس الرياضيات. 


اة الجزئية. 

تعاريف. ۰ 

١‏ - لتكن 6 مجموعة غير خالية. نسمي كل (تابع) تطبيق © ج 60 قانون 
تشكيل داخلي على المجموعة ©. وسوف نستخدم في معظم دراستنا الكتابة 
الضربية (.) لأجل ذلك القانون. 

١‏ - ني اجبرية هي مجموعة غير خالية مزودة تون تشكيل داخلي واحد على 
الأقل. ۰ 

۳ - نقول عن المجموعة غير الخالية © المزودة بقانون تشكيل داخلي (.) إنها زمرة 
إذا حققت الشروط التالية: ‏ 

- التجميعي. القانون (.) تجميعي على © أي و 

- الحيادي. يوجد في G‏ عنصر © يحقق ۾ = 24 > 48 :© ع 6 شمن اين 

ع الحيادي في © . ٠‏ 

- المقلوب. يوجد لكل عنصر €> © عنصر € > طا يحقق =e‏ 4ط = طه. نسمي 

العنصر 0 مقلوب العنصر © ونرمز له 67 


YY: 

















ملاحظات. 0 1 


عن ٠‏ الزمرة © التي قانون تشكيلها الجن )( إنها زمرة جمعية. إذا كانت © زمسرة 


ضربية و © © ۾ و7 عدد صحيح موجب فإننا نعرف القوة ”2 بأنها عنصر من © من 
الشكل: 6.6.4....:4 = "۾ حيث عدد المضاريب في الطرف الأيمن يساوي 1. وتعرف 
القوة ۾ بأنها العنصر الحيادي في ي ةا كان العسدد فين ري 
فإن ” (' )= .a"‏ 

سوف نورد الآن الجدول التالي الذي يبين الرموز امستخدمة في كل مسن ازمر 
المدردية و 'الحتفية 





صريح. / 
٠‏ نقول عن الزمرة © نها تديلية إا كان قانون التشكيل لمر عليه بد يي أ 
إذا تحقق الشرط التالي: 


. 70, من ` ع‎ = ba 


۷۸ 





أمثلسة. 2 
-١‏ مجموعة الأعداد الحقيقية (+,8) و كذلك مجموعة الأعداد الصحيحة (+,2) 
ش هي زمر بالنسبة إلى عملية جمع الأعداد. ينما (,2) ليست زمرة بالنسبة إلى 
اة حوب الأعدكد: الماذا ؟ ش 
؟- المجموعة الجزئية [:-,1,1-,1) من مجموعة الأعداد العقدية تشكل زمرة 3 
بالنسبة إلى عملية ضرب الأعداد العقدية. 
8" المجموحة ا 
a,b,e,d eR}‏ 71 =( 
زمرة بالنسبة إلى عملية جمع المصفوفات. 
الو ش 
be #0,a,b,e,d € R}‏ لهم 0 - are,‏ 
ET PS E 5000‏ 
° ا 1 
=1,a,b,e,d € 77‏ ع5 - 4ه ١‏ = هله 


زمرة بالنسبة إلى عملية ضرب المصفوفات. 
تمريسن. 
أوجد افر الحيادي والمقلوب (النظير) في كل من الزمر الواردة في المثال 
السابق» ثم بين أياً من الزمر السابقة تبديلية. 
سوف نورد الآن خواص بعض العناصر في الزمرة. 


تمهيدية .٠-١-۲‏ 
لتكن © زمرة. القضايا التالية صحيحة: 
1 - الحيادي في © وحيد. 


۷۹ 











١‏ - مقلوب أي عنصر في © وحيد. 
۳ - قانون الاختصار محقق. أي © > »,7,5 بحيث عه = 5ه فإن » = 5. كذلك إذا 
كان مع = ه58 فان 0ع . ا 
٤‏ - إذا كان © ع ۾ فإن ۾ = "(1ي). 
ه - إذا كان © > ه,“٠,‏ 4,2,4 فإن 
ليه أجه. ٠٠‏ لم a;‏ = ` ),2.***. 2.02.04( . 

البرهسان. 

سوف نتركه كتمريناً للقارئ. , 
الأعيرة اة ٠‏ 
تعريسف. ٠‏ ش 
التكن © زمرة و7 مجموعة جزئية وغير خالية من ©.نقول عن ٨#‏ إنها زمرة 
جزئية من © إذا كانت 17 بحد ذاتها زمرة بالنسبة إلى العملية المعرفة على ©.. 

ينتج مباشرة من التعريف أ ن كلا من ()» © زمرة جزئية من ©. 

لمعرفة إذا كانت المجموعة غير الخالية ٨1‏ من الزمزة © هي زمرة جزئية» ليس 
من الضروري التحقق من جميع شروط الزمرة حسب التعريف. المبرهنة التالية 
تعطينا بعض الاختبارات الأبسط كي تكون المجموعة 7 زمرة جزئية من ©. 
مبرهنة ؟١-١-1,‏ 

لتكن © زمرة.و 77 مجموعة جزئية وغير خالية من 6. الشروط التالية متكافئة: 
-١‏ 8 زمرة جزئية من 6 . 
۲- أياً كان 8ع 5,ه فان 
.abeH -‏ ` 
- أيآً کان 8 ع ء فإن رع e"‏ . 

- ایا كان 7لاء a,b‏ فإن .ab' e FH‏ 
البرهسان. 


A 





.)١( )١(‏ ينتج بشكل مباشر من تعريف الزمرة الجزئية.. 
(۲) = ("). لیکن 7 ع ,م عندئذ وحسب (۲) فإن ۸7 > 5-4 وبالتالي 7 > "طه. 
لي ا ب ل م الي ا 

لعملية (.) تجميعية على 17 . لنبرهن على أن ر» ء. بما أن المجموعة 5 غير خالية 

فإنه يوجد في 11 عنصر واحد على الأقلء وليكن ×. لنضسع × = و ×= فنجد 

خت لاض ن .e = xx = abî e H‏ 
لنبرهن الآن أنه أياً کان 8 ء بر فإن ٤> ٤‏ 'ر. . لیکن 7 عبر لنضغ ع = 4 

ور = فنجد أن ع ! “زع = "رع = "ر . أخيرأء وحسب التعريف كي تكون 8 ٠‏ 

زمرة جزئية من © بقي أن نبرهن أن 7 مغلقة بالنسبة إلى العملية (.)؛ » أي يجب أن 

نبرهن أنه ایا كان 27 > بر,ند فإن 17 € بود . لیکن 2 > نزرد ولنضع ×+=ه و ”برع 8 

فنجد حسب الفرض أن 7ع !57 = '(' )× = بود. ش 

بهذا الشكل نكون قد أثبتنا أن 7 هي زمرة جزئية من 6©., 

أمثلة. 


١ 


-١‏ لتكن © زمرة تبديلية. إن المجموعة 


H - {x:x e G,x? = e} 

زمرة جزئية من ©. 
بما أن ۾ = *ء عندئذ 7 » وبالتالي المجموعة 7 غير خالية. لیکن 11 € بر,ئد عندئذ 

yy) = +) = ee = €‏ = زا 
وبالتالي 2 ع ' بود. . وحسب المبرهنة (؟ ب E‏ المجموعة 11 هي زمر 
جزئية من € . 
؟ - لتكن © زمرة تبديلية. إن المجموعة (6 > × ١‏ :2*#) = 8 زمرة جزئية من 6©. 
ہما أن © ع فان 17 € 2 وبالتالي المجموعة 7 غير خالية. ليكن ]۸ ع 2,52 
عندئذ © » 4,5 وبالتالي ٤G‏ "5ه أي أن 7 » 2(-45). من جهة أخرىء فإن 

` AO) = Gb aS جرع‎ 


۸۱ 














وحسب المبرهنة(1-7-؟) نجد أن المجموعة 87 زمرة جزئية من ©. 
۳ - ليكن 1 < 7 عدد صحيح. عندئذ المجموعة 

nZ = {nm: mez} -‏ 
هي زمرة جزئية من زمرة الأعداد الصحيحة(+,2).. 


بما أن 7,12,43,٠٠3‏ +,0) = 2 فإن المجموعة ۸2 غير خالية. ليكن .. 


` فإن 2 ع ري - ,+7 وبالتالي‎ mms eZ وبما أن‎ 117111717111 € nZ 
Hm, ~ nm, = n(m, ~m, ) € nZ ظ‎ 
م‎ ٠2 نجد أن المجموعة 72 زمرة جزئية من‎ )5- ١-١ وحسب المبرهنة(‎ 
اختبار آخر للزمرة الجزئية يتعلق بالمجموعات المنتهية نورده من خلال المبرهنة‎ 
التالية:‎ 


مبرهنة ؟١-١-",‏ 


لتكن © زمرة وآ مجموعة جزئية منتهية من 6. الشرط اللازم والكافي كي 


تكون المجموعة 11 زمرة جزتية من © هو أن يتحقق الشرط التالي: 
NRE: abeH‏ 

البرهسان. ۰ 

لزوم الشرط. واضح. 

كفاية الشرط. لدينا حسب الفرض 

المبرهنة (؟-١-١)‏ يكفي لإثبات 

أيا كان زج > فإن 8 ع 7-ج. لیکن 8 ٤‏ ۾ . نميز حالتين: 

- الحالة الأولى: م < 4 عندئذ 8 »ع م - "4 1 

- الحالة الثائية: ع ج » . بما أن المجموعة 8 مغلقة بالنسبة إلى العملية (.) فإن 

1# [ .ولكون المجموعة 77 منتهية فإنه يوجد > ر ,# بحيث‎ 4,4”, , EH’ 


وأن أه = أ . لنفرض أن ر < 1 عندئذ 0 < - E ٤‏ 67 ولكون ٠*٤‏ 


أن abe H‏ وذلك ا كان 8 € .a,b‏ وحسب 


ارمق ر 


فإن 27<1-: ومنهم- 0327م - 41 


AY 


أن المجموعة ٨#‏ زمرة جزئية من © أن نبرهن أنه 





E FI STs 


= "ه. وهذا يبين لنا أن المجموعة 8 زمسرة ' 
جزئية في ۰6 ۾ 

خواصن القوى في الزمرة نوردها من خلال التمهيدية التالية: 
تمهيدية ..4-1١-9‏ ۰ 

نکن © e‏ وليكن 2 € ۸,71 . عندئذ: 
¬١‏ مح ثم 
000 
000 
البرهسان. ٠:‏ 
واش 000 
۲ - لنميز الحالات التالية: ‏ 

- الحالة الأولى: العددان n,m‏ موجبان. عندئذ: 

ا | عي سسة aa‏ 


+ 
.©( =a 


n~once in~—once {n+nr)-once 


F ytl 


- الحالة الثانية: كل من 7,77۰ أعداد سالبة. عندئذ - = مم و 8~ = حيث 75 
أعداذا فة فته 
ې ے g٣‏ ے ي = (a1) = = (a‏ ر = a" a" = aa"‏ 
الحالة الثالثة: العددين ,د من إشارتين مختلفتين. لنفقرض أن 0 <7 ,0<„ 


عندئذ 71-7 حيث م عدد موجب. ومنه 


: 2 a" qa" a" aî ت‎ qa" (a)" 
وهنا نميز الحالات التالية:‎ 
a" و الى‎ "(a 7 = "ي = ع‎ = qa" = أولاً: معد ور 0 عندئذ "۾‎ 


ثانياً: ‏ < م. لنفرض أن k‏ = م بير عندئذ م + م = م ومنه 
Fr‏ سيق it‏ 71 


(a a”) = ae = a =‏ أو = تو( a "a" = (aa‏ = "وأو 


~r لم )جم‎ HFM 


=a - =a 


AY 








ثالثاً: ‏ > . تبرهن بشكل مشابه للحالة السابقة. 
۳ - سوف نميز الحالات التالية, 
الحالة الأولى: كل من 7,72 أعداد موجبة. عندئذ 
a‏ = (ه :نيمهم ١٠٠٠0.:::.هه)(02.::.40)‏ = و لو a"‏ = كر (a‏ 


711-06 11-66 1-62 71-1166 


7111-6 


الحالة الثانية: كل من ,” أعداد سالبة. عندئذ بالمكان كتابة كل من 1,1١‏ 


بالشكل م- = ير وى ج 71 حيث ٣,3‏ أعداد موجبة. ومنه ٠‏ 


a" = a" = (a')" التو لحي احج د‎ 
سسس سا‎ 
F~onte 
وبالتالي ظ‎ 
(a )™ = {a .a 1 1 1(7“ =] qa “aT 55 
1 1 r-once r-once . 
= ])0.4.:--.6([* 4 J) =a" 
Ezo ١ 


وذلك بالاستفادة من الحالة الأولى. ومنه q™‏ س a = 4a (~r)(-s)‏ = 1و 
الحالة الثالثة: العددين 7,77 من إشارتين مختلفتين. اد ن0 > n‏ و0> 2 عندكذ 
مس = 1 حيث 7 عدد موجب. ومنه 1 


(ga...) J’ =‏ = “(4.يده) = ”) 82 = "(”م) 


7-08 1 كر 


=. ا‎ al)" = [(a "FT 


وبالاعتماد على الحالة الأولى نجد "نم = ۳ی = ی = ”)= 0 6 
. أمنا إذا كان 0 > 7 و0 < 71 عندئذ و = ۸ حيث ۶ عدد موجب. ومنه 
ی = اال 0 
بعض الزمر جزثية اهام والضرورية نا في دراستا E‏ تع 
المبر هنة التالية: 


Af 





مبرهنة 9-١-ه.‏ 2 
لتكن © زمرة. عندئذ: .. 
-١‏ أياً كان 6 ع ۾ فإن المجموعة (7 > ۸: ”4) = (4) هي زمرة جزئية تبديلية في ©. 
۲ - المجموعة إ6 ع Z(G) ={a:aeG; 02 = xa ۷x‏ زر 
تبديلية من © تسمى مركز الزمرة ©. 
۳ يا كان 6 ٤‏ ۾ فان المجموعة (2< ع مده :06 €)4(=)]x:×‏ هي زمرة 
جزئية من © تسمى ممركز العنصر © في 0,6 ٠.‏ 
البرهسان. 00 
١‏ - لدينا (») > "م =ء. أي أن المجموعة (ه) غير خالية. ليكن (ه)ء "ه," 
عندئذ وحسب التمهيدية )4-١-9(‏ فإن ظ ) 
a" (a” J1 = aa” = a"” e (a)‏ 
و بالتالي المجموعة (©) ) زمرة جزئية من © وهي تبديلية لأنه وحسب التمهيدية (۲- 
1 -6( فان .a" qa" ga" = = qa" dq"‏ 1 1 
۲ - بما أن ميد = بره 0 أي 
كان ( 2)6 > × فان 5ب = بط وبالتالي ×ط = ط× . كذلك بمہاأن a€ Z(G)‏ فإن' 
”ثم = 45-1 ومنه ا 


a 3 = a“ = a(xb 1) = (eb )a = x(b a) = x(ab") 


.وذلك أي كان 6 > ×. وهذا يبين لنا أن المجموهة )7 زمرة جزئية من ©. واضح 


حسب التعريف أن (7)6 تبديلية. 


رهن بشكل مامد کا فی ( ):۶ 


لندرس الآن تأثير عملية التقاطع على الزمر الجزئية وذلك من خلال التمهيدية 
التالية: 1 ١‏ 


A احم‎ 











تمهيديسة ؟1-١-1.‏ 
لتكن © زمرة. إن تقاطع أية جماعة من الزمر الجزئية من © هو زمرة جزئية 
a‏ 


جزئية وغير خالية من © لأن ٤)4,‏ 6. لیکن ,4 )> ,× عندئذ یا کان 1 >: فإن 
١ :‏ دا" ا RR A il‏ 

,4 © ,× وبما أن ,4 زمرة جزئية من © فإن ركه > ' ر وبالتالي ,4[ ٤‏ برءد. 
iel‏ 


وهذا يبين لنا أن ,4[ ) هو زمرة جزئية من ۰6 , 


iel 


وجدنا حسب التمهيدية السابقة أن تقاطع أي عدد من الزمر الجزئية هو زمزة. 


جزئية فهل هذا صحيح بالنسبة إلى عملية الإجتماع؟. في الحالة العامة يمكننا القول 
إن اجتماع زمرتين جزئيتين ليس بالضرورة أن يكون زمرة جزئية» وهذا منا سوف 
يوضحه المثال التالي: ْ 0 

مثال. 


ليكن1 < عدداً صحيحاً. وجدنا سابقا أن المجموعة 72 هي زمرة جزئية من 


زمرة الأعداد الصحيحة 2. ومنه فإن كلا من 2 و 52 هي زمر جزئية من . بينما 
2 لیس زمرة جزئتية مسن 7 لآن 52ں ۲22 2,5 بنا 
22057 # 2+5 -7. من جهة أخرىء نجد أن المجموعة 47ں 22 تشكل زمرة 
U42 = VEE‏ 22. ش ش 1 


لندرس الآن ؤمن خلال التمهيدية التالية الشرط الذي من أجله د كون ا 


من الزمر الجزئية هو زمزة جزتية.. 

7-١-9 تمهيدية‎ 

لتكن © زمرة و[ ٠= )4, :1٤‏ جماعة من الزمز الجزئية من ©. إذا كانت 

المجموعة ٣‏ مرتبة كلياً بالنسبة لعلاقة الاحتواء فإن ,4 | يشكل زمرة جزئية من ©. 
a E‏ ن 4 :© جزتية مر 


A٦ 





لتكن ( »1 :4) جماعة من الزمر الجزئية من ©: إن 4[ ) هو مجموعبة 
ا . 9 iel ١‏ 1 





ا 
واضح أن U4‏ هو مجموعة جزئية من 6 E‏ 1 4ل نزرد عندئذ 


iel . iel 


يوجد ] ع رز بحيث رك xe‏ وياب نر .. وبما أن المجموعة TET ٣‏ 
إماي4 ج رك أو رك ,4 . لنفرض أن ,4 ح را عندئذ ESSE‏ 
جزئية من © نجد أن ,4 لاء + € و رفا ن لها ان اجنو ولا 


iel iel 

تشكل زمرة جزئية من ١0‏ , 

المبرهنة التالية تعطبنا الشرط اللازم والكافي كي يكون بدت زمرتين جزئیتین 
هو زمرة جزئية: 
مبرهنة Ae‏ 

لتكن 7 و زمرتين جزئيتين من الزمرة © ey EUS:‏ 
عندما وفقط عندما 8 2 K‏ أو HcK‏ . 1 
البرزهان" 

لزوم الشرط. لنفرض أن ۸ u‏ × زمرة جزئية من ©. زار ا 
KH‏ وز ب 8 .عندئذ يوجد 8 he‏ بحيث keKg | ¢ K‏ بحيث 8 »© .k‏ 
ومنه 7ن £ ع ۸,۸ ولكون الاجتماع  u‏ × زمرة فإن 87 ب > ۸۸. لنفرض أن 
ex = hk‏ بما أن لغ x e‏ عندئڈ إما x e‏ أو ع .x‏ إذا كان 28 € x‏ 


عندئذ رع × = وهذا يناقض الفرض. إذا كان ۸ € × عندئذ ‏ > × =۸ وهذا 


أيضاً مناقض للفرض. مما سبق نجد أنه إما 8 ج K‏ أو 8 ج 8 . 
كفاية الشرط..واضحة, 








الزمسرة (11)2. (1761- ..(L.Euler‏ 
ليكن 1  <‏ عدداً صحيحاً. ولنأخذ المجموعة: 
<n, gcd(r, 77) = 1‏ 7 : “77 ع +« : :#1 ع (م) ن. 
لنعرف على المجموعة (”) 0 عملية ضرب بالمقاس # التي سوف نرمز لها 
بالرمز © بالشكل التالي: أيا كان ()7 > 6,5 فإن 7 ع 8© وحسب خوارزمية القسمة 


؟ -؟. زمرتا الجمع والضرب بالمقساس 7/. 
الزمسرة ,2. ليكن1 < 7 عدد صحيح. ولنأخذ المجموعة 
2001 ((8-1),--,40,1,2,3) = ,2 | 
لنعرف على المجموعة ,2 عملية الجمع بالمقاس # والتي سوف نرمز لها بالرمز ©. 
والمعرفة بالشكل: : أيأ كان ,7 »ع a,b‏ فإن 
(a + 8( mod- n‏ ع 68 ه 
وبما أن 22 > 4+8 عندئذ يمكن.التعبير عن العملية © بالشكل: 


lS | a+b .a+b<n 


يوجد 2 € 9,7 بحيث +٣‏ ۸ې = اه وأن ۸ > ١‏ >1. ولنضع 

a®b =r = ab mod—n 
فنجد أن العملية © داخليةء تجميعية و تبديلية وأن (7) 0 تحوي عنصرا حياديا هو1‎ 
ولكل عنصبر مقلوب.‎ 


0-4 0 


a+b—n a+b>n 


لت 


من أجل 5-10 فإن (1,3,7,9) = (10) 0 ۔ 


317 1 د 
0 3 5 
| 3 | 


لاب 
لمات 


في هذه الزمرة نجد أن مقلوب العنصر 3 هو 7 أي E‏ 31 3= 71 9= 91. 
كذلك من أجل 14 = م فإن (1,3,5,9,11,13) = (14) 1 . 


رتح من التعزيف أن العملية © داخليةء تجميعية و تبديلية. كما أن ,2 تملك عنصر 
حيادي هو الصفر ولكل عنصر ,2 © © عد نطبو و 00 ٠‏ أي أن ۾ يرح ول 
وبالتالي فإن ,2 تشكل زمرة تبديلية بالنسبة إلى العملية ©. هل ,2 بالنسبة إلى 
العملية © هي زمرة جزئية من زمرة الأعداد الصحيحة 2 ؟. (علل ذلك). 


0-7 0 






بت 


من أجل 6 = + فان 012,345( - ,2 








E‏ =1 -6 =1 - 1 وأن نظير العتصبر2 هنو 
4= 2-ير ع 2-. 





وهنا نجد أن مقلوب العنصر 3 هو 5 أي: 5 = "3 3= 511:57 97  -13‏ 13. 
A9‏ 





AA 

















مبرهنة 1-9-9, 
لیکن 1 < ر عدداً نا ولتكن 1 
a2)‏ 
الشرط اللازم والكافي كي تكون 0 
بالمقاس ۸ هو أن يكون العدد + وا 
اليرهسان. 
لزوم الشرط. لنفرض أن زمرة بالنسبة إلى عملية الضرب بالمقاس #. ولنفرض 


جدلاً أن العدد م غير أولي عندئذ يوجد 7 ع ۸,1 بحيث 2[ = بر کک 





ومنه 2 ع ,مء وبما أن k1‏ ۸ نجد أن 2 ¢ 0 --لومم] - :® أي 
0 إذأ العدد م أولي. . ١‏ 
كفاية الشرط. لنفرض أن العدد ‏ أولي. ولنبرهن أن 2-5700. واضح أن 
€ (1)۸. لیکن 2 ع © عندئذ م > ۾ >1 أي أن 2 لا يقسم © وبما أن: العدد م 
اديز فإن 1= (0,7ه)0مع وبالتالي () 0 ع ۾ . أي أن (”) 0 ع 7 . مما سبق نجد أن 
0 -2 ومنه فإن 2 هي زمرة بالنسبة لعملية الضرب بالمقاس ١‏ , 
تمهيدية ۲-۲-۲. 

ليكن 1 < ” عدداً صحيحاً و٠‏ قاسماً موجباً للعدذ 1. إن ا 

U0) = {x:xeU(n); x=1mod-#} 

زمرة جزئية من الزمرة () 0 . ش 
اليرهان. 

واضح أن () ,0 ٠‏ 1. وبما أن الزمرة (7):0] منتهية فإن المجموعة (17.)0 منتهية 


ا ٠‏ وحسب المبرهنة (؟ )"-١-‏ يكفي كي تكو ن المجموعة () 1 زمرة جزئية من 


)17 هو أن يتحقة يتحقق الشرط أياً كان () € e‏ برد فإن (7) ,ل ع بر © ×. 
یکن (م) E‏ × عندئذ (۸) U‏ ع رے× وأن £ x= 1mod-‏ وغ -11200 2 بر ومنسه 


x= ak +1‏ و 1+ ak‏ = لر حيث 2 © يدريه كايا 





)k +1:‏ يه + a,‏ + ع[ينه ه) = )1+ عآينه)(1 + xy = (ak‏ . 
وبما أن ()77 > ر © × وأن 04-۸۴ص 1= بود فإن (۸) ٤1,‏ ر ® ×. وهكذا فإن 
(”) 0 زمرة جزئية من (7) اء م 
من أجل 21 =۸ و 3= ۸K‏ فان 
U, (21) = )1,4,10,13,16,19(‏ 

هي زمرة جزئية من (07)21- 
؟-". المرافقات و الدليل و مبرهنة لاغرانسج. 

لنتعرف في البداية على جداء -المجموعات في الزمرة. 

لتكن © زمرة و 4,8 مجموعتين جزئيتين وغير خاليتين من ©. إن جداء 
المجموعتين 4,8 يرمز له 4.8 ويعرف بالشكل التالي: . ش 

AB={ab: aeA4beB} ٤ 
إذا كانت [) = 4 عندئذ‎ 
AB=aB={ab: beB} 
بشكل مشابه؛ إذا كانت [) = 8 فإن ر‎ 
هار‎ - 15 ={ab: ae4} ا‎ 
. 2 لتكن © زمر ةو 8/ زمرة جزئية.من 6. وليكن 6 > 5,© نسمي المجموعة‎ 
١ ا‎ .a.H - hel 
مرافقة يسارية للزمرة الجزئية 11 في .كما نسي المجموعة‎ 
Hb ={hb: heH} 

مرافقة يمينية للزمرة الجزئية ۸1 في ©. ١‏ . 





مثال. 
في الزمرة و7 لنأخذ الزمرة الجزئية (0,3,6) = 77 إن المرافقات اليسارية لازسرة 
الجزئية 7 في , 2 هي: 
0 
H‏ +7- 8 +4 = }1,4,7{ = 8 +1 
=8+H‏ 8+ 5 - إ8ر2,5) - 8 +2 . 
. في المثال السابق وجدنا أن المرافقتين اليساريتين 8 +3 و دم متساويتان. فهل 
هذا صحيح في الحالة العامة؟. وإذا كانت الإجابة بالنفي فهل تحوي المرافقات السار ية 
غير المتساوية عناصر مشتركة؟. 
أيضاًء في المثال السابق ؤيما أن الزمرة و7 تبديلية فإن 6 + 8 = +6 مل هيدا 
یی صحيداً في الحالة العامة؟. الإجابة عن هذه التساؤلات و تساؤلات أخرى نجدها 
في المبرهنة التالية والتي تعطينا خواص الراك اليسارية. 
مبرهنة .1--١‏ | 
لتكن © زمرة و 7 زمرة جزئية من 6» وليكن © > 2,5. القضايا التالية صحيحة: 
.aceaH -١‏ 
aH] = 8 ¬۲‏ عندما وفقط عندما 3 € 6.. 
- إما al =bH‏ أو © = .aH nbH‏ 
aH] =D] ¬٤‏ عندما وفقط عندما 17 € ط4 . 
CardaH = CardbH = CardH ~o‏ . 
1¬ 2ه زمرة جزئية من 6 عندما وفقط عندما رع ©. 
H = ala" ~۷‏ عندما وفقط عندما 617 = aH‏ . ۰ 
۸“ بفرض أن G‏ > ۾ M, = {aH:‏ و(2©6 :4{ = M4,‏ غندئذ 
CardM, = CardM ,‏ 
9- كل من ,34 و ,14 تشكل تجزئة للمجموعة 6. 


۹۲ 





ألبز هسان. 
.a=aeealH - ١‏ 
۲ - لنفرض أن 27 = ٤ے‏ . عندئذ یا كان 7 e‏ 7 يوجد 7 € ,7 بحيث ,47 = ۸ ومنه 
a = hh e H‏ وبالتالي FH‏ € ©. 
لنفرض أن 77 > ۾. عندئذ 7 = H۴‏ ح a‏ . من جهة أخرىء أيا كان 47 ۸٤‏ فإن 
all‏ ع h = a(a7')‏ أي أن H c al‏ ومنه .aH = H‏ 
م - إذا کان © = #رق م 8ه يتع المطلوب. لنفرض أن © + ١٤ط‏ ۸ 617 عندئذ يوجد | 
7ق م e aH‏ × وبالتالي فإن ,1ه = ,7ه = × حيث 7ع ۸ ,/۔ وهكذا فإن 
a = bh‏ وحسب )١(‏ نجد أن 17 = .aH = b(l" )F‏ 
9 ينتج مباشرة من الخاصة ( (. 
ه - لنعرف العلاقة 8ق ج 7ه : ر بالشكل التالي: أيأاكانHj he‏ 
فان :87 = ([ه)/.. فنجد أن ٣ر‏ تقابلاً لأنه ایا كان 8 > ۸,۸ فإن ش 
f (ah,) = f (ah)‏ جه h, © bh, = bh,‏ = رط © ah, = alk,‏ 
لیکن 5ع ر عندئذ يوجد 8 > ۸ بحيث ۸ط = بر . وبما أن 7م € 7ه فإن 
بر = بق = () ۶ . مما سبق نجد أن £ تقابلاً وبالتالي 064817 = 067477. وبما 
أن 8 ع e‏ فإن 7 = 7ء وبالتالي ' 
CardbH = Card‏ = 0670017 . 

1- لنفرض أن 1 زمرة جزئية من © عندئذ ۸ه ع2 وبما أن ٤٤۲‏ 6 نجد أن 
a] ^ eH ± ®‏ وحسب (") نستنتج أن 17 = .a = eF‏ 
لنفرض أن 8 ع ۾ عندئذ حسب (۲) فإن 17 = 077 وبالتالي 1٢ي‏ زعزة جزنية من 6م 
V-‏ - نتركه للقارئ. 

- إن العلاقة M, 3M,‏ :0 000 أي كان E‏ فإن 

p(Ha) = لج‎ 

تشكل تقاب »لان أيأ كان ال 


0 








Ha = Hb + H = alla" جه‎ ba" eH ts bar TH=H ورت جه‎ = BH” 
جه‎ g(Ha) = (Hb) 
۰ غ "ظط ومنه‎ G لیکن ,۸14 € 587 عندئذ‎ 
.p(Hb")= ("JH وأن زط‎ Hb" eM, 
, ۰6 = و (؟) ومن أن تقهل]‎ )١( ينتج مباشرة من الخاصتين‎ -۹ 


aeG 
4سا ححظة.‎ 


3-1 


لتكن © زمرة و 77 زمرة جزئية من © نسمي ,0074141 حيث ,۸1 مجبوعة 


المرافقات اليسارية للزمرة الجزئية 497 في © بدليل 8 في © ويرمز لبه (57: 6). 


وحسب المبرهنة السابقة فإ , H) = 6070141, = Car d1‏ : ©) 
كذلك نسمي 06740 بمرتبة الزمرة © ونرمز لها بالرمز (1: 6). 
ينتج من هذا التعريف أن 1= (© : ©) وأن (1: ©) = ((2): ©). 


سوف نورد الآن واحدة من المبرهنات الأساسية والهامة للزمر المنثهية والتي أثبتها 


لاغر انج عع7071ع1.6 عام. ۱۷۷۰ وعدت لأكثر من .متتي. عام أهم مبرهنات ا 
ا ْ 
مبرهنة 1-7-1.( مبرهنة لاغرانسج .)۱۷۷١‏ 

لتكن © زمرة منتهية و٣‏ زمرة جزئية من 6 . عندئذ: (1 .(G:)=(G: HXH:‏ 
أي ي أن مرتبة أية زمرة جزئية من © تقسم مرتبة الزمرة 6. كذلك؛ دليل أية زمسرة 
جزئية من © يقسم مرتبة الزمرة ©. ش 
البرهسان. . ْ 


لنفرض أن 11,٠٠٠,411‏ ره ,17 ,» جميع المرافقات اليسارية المختلفة للزمرة الجزتية . . 


77 في . و بما أن المجموعة 


تشكل تجزئة للزمرة € فإن 
7ه دنا aH aH‏ - 0 
٠‏ ش 
OD RR SEL HSS‏ 
وبما أن arda, H.= Cardî‏ نجد أن n. Car dH‏ = (1: 6) أي أن 
:)20 : ©6) 206:12 
عكس المبزهنة السابقة غير ضحيح. ويعد +8797 - 10م أول من أورد مشالاً ' 
يثبت صحة ذلك في عام ,1193 
مبرهنة ؟-"-8.. 
لتكن © CE HED‏ بحيث 17 2 K‏ . إذا كان دليلان من 
الأدلة الثلاثة التالية (©ز : ©) >( : ©) » (2 : 7) منتهياً عندئذ: 
(G:K)=(G:HXH:K)‏ 


البرهسان. 


. النفرض. أن انين من الأدلة K(‏ : ©)» (11 : ©)» (£ : 7) منتهياً. عندئذ تكون جميع 
الأدلة السابقة بقة منتهية. ولتفرض أن =( )G:‏ وأن 

. رت‎ 2,60: 1Isis#} 
مجموعة كل المراققات اليسارية المختلفة للزمرة الجزئية ]8 في © . ولنفرضش‎ 
وان‎ )27 : £( -  ًاضیأ‎ 

{yyK:y,eH:1S jS} 


. مجموعة كل المرافقات اليسارية المختلفة للزمرة الجزئية ‏ في 57. كذلك؛ لنفرض 


أن ,14 مجموعة كل المرافقات اليسارية المختلفة للزمرة الجزئية × في © وأن. 
M= (yk:  Isisn; 1<j Sm}‏ ` 
من الواضح أن ,14 > 14 لأن كل عنصر من 14 هو مرافقة يسارية للزمرة الجزئية 


56 








€ في ›G‏ وكذلك جميع عناصر 714 مختلفة لأنه إذا وجد م > '/>1 ETE‏ 


بحيث _ x,y,KH = x,y; KH jl x,y = x,y‏ وما أن Kç H‏ نجد 


x,y‏ = 1رر ولكون 8 YY,‏ فإن x,H = xp‏ ومنه × > ,× وبالتالي. 


ار = رر أي أن 57 
ان 5e‏ . ما أن ل( 20 فاه بوجسد یل اک1 بحت 


i= 


1 و وبالتالي پآ © عحیٹ 21 > eê‏ . وكذلك» بما أن ا 578 


ادز 


يوجد دليل ۸ک رر ک1 بحيث ر € ,ط وبالتالي ho = Y „o‏ حيث ۸ € ,۴ ما 


gk = ا‎ 10 )k = N, Jkok = x, YÈ € M 
٠ أي أن 1 ج رالا ومنه ,11 = 34 وبالتالي‎ 
„(CG : Ms CardM , = CardM = nm = (G : 8()8 : K) 
بالاغتماد على المبرهنة الأخيرة نحصل على النتيجة التالية:‎ 


0 


تلفسا . 


بحن 


لتكن © زمرة و N"‏ > ۸ ولتكن ,11 8,٠٠٠,‏ ,ر11 ٨1,‏ زمراً جزئية من الزمرة 
© إذا كان ,8 ع cH, çG:‏ وي ,8 عندئذ: 
ش ٠١) : HD‏ (ممل: ب,21) (سرلة (CH, : HO = (Hy:‏ 

خاصة أخرى للأدلة في الزمرة نوردها من خلال المبرهنة التالية: 

.٤- ٣-۴ مبرهنة‎ 

لتكن © زمرة و ,٠٠و1‏ ,ر1 ,1 زمراً جزئية من الزمرة©. إذا كان 
(,8: ©) محدوداً لأجل كل : >1 > 1ء عندئذ فان (,1: ©) محدود. 


[در 
البرهسان. . 
لنثبت أولا صحة المبرهنة من أجل 2 = . 


45 





لتكن ,87 زمرا جزتية من الزمرة © وأن كلا من (7 : ©) و:©) محدود 
ولنفرض أن 8ه × = 37 وأن ,14 مجموعة المرافقات اليمينية للزمرة 27 في 1 وأن 
.5 مجموعة المرافقات للزمرة 7 في 6. عندئذ: 


M,={Na: aeK}s5,={Hg: geG} 

لنعرف العلاقة ,5 ج ,۸4: ر بالشكل 

VNaeM,; f(Na)= Ha 
فنجد أن كر تطبيقء لأنه أيا كان ,14 © 4,۸ بحيث 77# = ۷4 وحسب المبرهنة(۲-‎ 
ش‎ . Ha = Hb آي أن‎ ab" e HH فإن‎ Nc H ء 4871 ويما أن‎ ٧ نجد أن‎ )1- 
وبالتالي (378)/ = (/2)3 . بطريقة مشابهة نجد أن التطبيق ر متباين» ومنه‎ 

CardM , > CardS, = )© : H) 
وبما أن (77: ©) محدود فإن المجموعة ,14 منتهية وبالتالي يكون (: 1) محدود.‎ 
وحسب المبرهنة (؟7-1-") فإن ش‎ ١ > وبما أن‎ 

(G:N)=(G:KXK:N) 

ولكون كل من (/2: ©1) و )٩:(‏ محدود يكون (/3: 6) أيضا محدود. 
لنثبت الآن بطريقة الاستقراء فيفة ره من أحل ون ابل كار ال 
نة كفك من أجل 2 = 7 وجدنا أن المبرهنة أيضا صحيحة. لنفرض الآن 


n1 


2 وأن المبرهنة صحيحة من أجل كل < م ا 0207 = ر فنجد 


i= 


حسب الفرض الاستقرائي أن (/2: ©) محدود وبالتالي يكون ( ,7 ۸ :٨‏ ©) أيضا 


1 
محدودا كما أثبتنا سابقا. مما سبق نجد أن (,1[ ]: 6) محدود. , 


i=} 


1¥ 








تمارين محلولة )١(‏ 


.11 لتكن 21,71 اعد ذا ا اك ۸ يقسم ۸ و ۸ يقسم‎ .١ 
. 0, )7( أثبت أن (7) ,0 زمرة جزئية من‎ 
٠ `` ت‎ 
و )=۸ ومنة‎ ۸K = يما .أن 2 يقسم ۸ و / يقسم 7 يوجد 2 € #رى بحيث 1ى‎ 
أي ا ل ا‎ » = sm 
زمر جزئية من (0700. وبالتالي يكفي‎ 7, )١( التمهيدية (؟-١-1) كلا من (6) 0 و‎ 
٠ال,)71(‎ > كي تكون (۸) ,0 زمرة ة جزئية من (,) ,لآ أن نب رهن (),,لا‎ 
لیکن (۸) بتاع بر عندتذ (7) 1 € 7 و يحقق # -152100 2 بر وبالتالي يوجد 2 €6 به‎ 


بحيث 1+ عه = بز 57 ]+ asm‏ وای أن ر 1mod-‏ کر وبالتالي (7) ,رلا © 7 , 


وهذا يبين لنا أن )لاك )7( * 7 أي أن )87 زمرة جزئية من (7) ,۰ م 
1 لتكن © زمرة و. ٣]‏ زمرة جزئية من 6 . . عندئذ أيا كان © ٤‏ © فان: 
أ- المجموعة “هاه زمرة جزئية من © تسمى الزمرة المرافقة للزمرة 11. 
ب- إذا كانت الزمرة 7 تبديلية فان الزمرة 7127 أيضا تكون تبديلية 
الحسل. 0 | 
أ- واضح أن © ع “ون . ليكن x,y € aa"‏ عندتئذ يوجد 8 > A,‏ 
بحيث "14اه = × و y= aha‏ ومنه 1 
ahha‏ ے )1 (aha (ah, a) = (aha '(ah;'a‏ = ' 
وبما أن 7 زمرة جزئية فان 17 € ر۸۸ وبالتالي xy a Ja’ e aHaî‏ 
- واضح أنه إذا كانت 17 تبديلية فان ر = وذلك أيآ 
كان 0272 € نز, ١‏ م . 
.٣‏ لتكن © زمرة و 8 زمرة جزئية من 6. إن المجموعة 


۸ 





CM) ={xixeG; xh= xh: Vhe H} 
.© تشكل زمرة جزئية من © تسمى ممركز الزمرة 27 في‎ 
الحسل. ظ ش‎ 
كان‎ E وأاضح أن © ع )© لأن (17) © ع ». . یکن (17)© © ر عندئذ:‎ 
ر ومنه 2 مر وبالتالي‎ = hy و‎ xh = hx فان‎ he H 
Gy )h = (yh) = x(hy") = (xh)y" = (e) " = hy") 
وهذا يبين لنا أن (/0)2 © ' ود . . أي أن (0)27 زمرة جزئية من ۰€ م‎ 
لنفرض أن (1200-3 ع بد :(3:617)20] - .هل 187 زمرة جزئية‎ .٤ 
من الزمرة (77)20؟‎ 
الل‎ 
13€ H لدينا 1,3,7,9,11,13,17,19) = (07)20 وأن (1,7,13,19) = 8 . نلاحظ أن‎ 
بينما 7 » 13.13. وبالتالي 7 ليست زمرة جزئية من (20) ۰ ۾‎ 
ه. بتكن © زمر ة تبدياية و 2 ع 8. الست أن لمجوة‎ 
.© زمرة جزئية من‎ K={x:xe G;x” 5 
ظ‎ ١ 
واضح أن المجموعة > غير خالية. لیکن 6 © نز,ئد عندئذ‎ 
ع = )"× = ”( )"× = "ر‎ 
م ش‎ ١6 وهذا يبين لنا أن. المجموعة > زمرة جزئية من‎ 
تكن ك مجموعة غير خالية مزودة بعملية تجميعية (.) تحقق تحقق قانون الاختصار‎ 3 
من اليمين واليسارء(أي أنه ا كان ؟ € 2 ,× بحيث عد = بود أو ×2 = بر‎ 
منتهية.‎ )4*: =2, ٠:[ فإن 2 = بر) ولنفرض أنه أي كان ى > ۾ فإن المجموعة‎ 
أثبت أن (.,5) زمرة.‎ 
الس‎ 


13 











ليكن ى > ه. يما أن المجموعة إ٠‏ ,2= :42) منتهية يوجد1 < 7,74 بحيث 


1 
يبر عد يم وأن ”م = ”ه. لنفرض أن > :7 عندئذ لون = "ي" a"‏ وحسب قانون 


الاختصار فإن مه = '*-”4. لنفرض أن 1 < 1+ ۸ - 7# عر ويد يا كان 723 
فان ہے ے بر = × "مه وبالتالي × = a‏ . بشكل مشابه نجد أن 
× = 71 × وهذا يبين نا أن ع = 
حك إذا كان 2= r(a)‏ عندئذء = م = 42 أي أن" = ه. إذا كان 2 < (ه)٣‏ 


عندئذ ع = ۾ "4 أي أن 2-2 مقلوب للعنصر ©. مما سبق نجد أن (.,5) زمرة. م 


كد هو عنصر حيادي في ک5 وهذا الحيادي. 





تجا زمحصسصق 1210 ) 


١‏ - انقل العبارات التالية من الزمرة الضربية إلى الزمرة الجمعية. 
- 283ه. 
.a (bic)? -—‏ 
= ع 7 (ab)‏ : 
ا - لتكن © زمرة و ٤6‏ 5,ه وليكن 2ع , . أثبت ت أن ۾ ba" = a"‏ 


- أوجد مقلوب صدا ' في .G1)2,2(‏ 


4- ليكن 1 < ” ع نيديد ابه أن الزمرة ()7]7 تحوي عنصرين على الأفل 
يحققان 1ح ”×. | ْ 
ه- لتكن © زمرة تبديلية و G‏ ع 4,5. أثبت ف ا ادي ا 
.(ab)" = a"b"‏ 

ثبت أن الشرط اللازم و الكافي كي تكون الزمرة © تبديلية هو أن يتحقق يتحقق الشرط 
لتالى: يا كان © > ط,ه فإن “ط4 = "(طه). 
۷- أثبث أن الزمرة © تكون تبديلية في.كل من الحالات التالية: 

.Va,b,ceG: ab=ca خت‎ b=ce ~— 

.Va,beG: (ab)? = ab? - 

.VaeG; a =e -—‏ 
۸- أثيت أن المجموعة (1,2,3) لا تشكل زمرة بالنسبة إلى لعملية الضرب بالمقاس 4. 
بينمًا المجموعة (1,2,3,4) هي زمرة بالنسبة لعملية الضرب بالمقاس5. ش 
9- لتكن © زمرة. أثبت أن 0 = (©2)0. 1 


)ع0 
-٠‏ لتكن G‏ 2 أت أن (0)67 = (۾)٥.‏ 
1 : أى. 1١‏ 


U )30( »87,)30( عين كلاً من الزمر التالية: (87,)20؛ (20), 0ء‎ -١ 

-- في الزمرة (05)2,8 = © أوجد 1 6 1 2 ©)2. 

..2)©( = © أثبت أنه إذا كانت الزمرة © تبديلية فإن‎ -١ 

.0)0( لتكن © زمرة و © »© ©. أثبت أن الزمرة (4) هي زمرة جزئية من‎ - ٤ 

ا اسار بك مكح ررح نومري 

0" ={g": geGg 

E‏ سد لديا أثبت أن المجموعة 
H={a:aeG; (ag)" =g"; VgeG}‏ 

تشكل زمرة جزئية من 6. ش 

-١١/‏ لیکن 1 < ۸ عدداً صحيحا. أوجند جميع المرافقات انار ر 

الجزئية 712 = في 2 

- أوجد جميع المرافقات اليسارية للزمزة الجزئية 32: = في 2. 

۹- أوجد جميع المرافقات اسا لزعو 8211118 في الزمرة (7)30]. 

-٠١‏ هل تشكل المجموعة (0 < طاه » فم :51 +44- 8 زمرة جزئية من 

زمرة الأعداد العقدية بالنسبة إلى عملية جمع الأعداد العقدية؟. 

1 هل تشكل المجموعسة (1- 82+ 2 H={a+bi: 4,5 > 1 a‏ زمرة 

جزئية من زمرة الأعداد العقدية بالنسبة إلى عملية ضر ب الأعداد العقدية؟.. 





اا الات 


امس ة السسسدوار ه 


في هذا الفضل سوف نتعرف على الزمرة الدوارة واختباراتها ونتعرف أيضا على 
خواصها الهامة. لأجل ذلك لابد لنا في البداية من التعرف إلى بعض المفاهيم . 
الأساسية. 


۳ الزمرة السدوارة. 
تمهيدية .1-١-‏ 
لتكن © زمرة وى مجموعة جزئية وغير خالية من € . القضايا التالية صحيحة: 
-١‏ تقاطع جميع الزمر الجزئية من © التي كل منها يحوي 5 هو زمرة جزئية 
من © تحوي 5 نرمز لها (5). ش: 
-٠.‏ (5) أصغر زمرة جزئية من © تحوي ؟5. 
- (ى) عنصر أصغري في مجموعة الزمر الجزئية من © والتي كل منها 
يحوي 5 . : 
البرهسان. 
نتركه تمریناً للقارئ , 
لتكن '5 مجموعة' جزئية غير خالية من الزمرة ©. نسمي الزمرة(5) الزمرة 
البو ليه ا و 5 مجموعة مولدات الزمرة(5). إذا كانت 
المجموعة 5 منتهية عندئذ نقول إن الزمرة (5) منتهية التوليد . وفي الحالة المعاكسةء 
نقول إن الزمرة (5) غير منتهية التوليد. وإذا كانت (م) = 8 حيث.© »> 4ه فإن 
nez) 0‏ :"ماع (م)- زو). ١‏ 








تعر یف )3( 56 3,3,3 3° ك U(10)‏ 


تقو عن الزمرة 6 ا در رة ر رید وچ 6 6م بك )د 6 رفي ا ظ 
هذه الحالة» نقول إن الزمرة © مولدة بالعنصر © ونسمي العنصر © مولدا للزمرة ©. )7( = }7 7°,7',7{ = U(10)‏ 
م تمهيدية .1-1١-7‏ ) ' وهذا يبين لنا أن كلاً من 3,7 هي مولدات للزمرة (77)10 وبالتالي فإن الزمرة (7)00] 
ظ لتكن © زمرة و © ع ۾. عندئذ:("0) = (0). ٠‏ ظ ٠‏ هي زمرة دوارة. 
البرهان. ٠:‏ ش ٠‏ شْ | - في الزمرة (1,3,5,7) = (7)8 نجد أن 
بما أن (ه) زمرة تحوي العنصر » فإن (ه) ع "». من جهة أخرىء بما أن (a)‏ ش | = (1)ء }1,3 = (3)ء }15{ = )5(« }17{ = )7( 
هي أصغر زمرة جزئية من © تحوي 4-7 نستنتج أن  )4(‏ ('67). بطريقة مشابهة وهكذا فإن (a)‏ ¥ (8) نا وذلك أيا كان (577)8 > 4. وبالتالي (57)8 ليست زمرة دوارة. 
نبرهن على الاحتواء المعاكس. , ظ ْ ش . مما سبق -نستنتج أن الزمرة (77)0 ليست دوارة في الحالة العامة , ' 
أمثلة سام | ٍ ا يم ٠‏ ش 
-١‏ زمرة الأعداد الصحيحة 2 هي زمرة دوارة مولدة بالعنصر ]. أي كل زمرة دوارة هي زمرة تبديلية. 
(1-) = (1) = 2» لأنه أياً كان 2 » ” يمكننا تمييز الحالات التالية: ٠‏ البرهسان. ا 
- إذا كان 0 < ” فإن [+...+1+1= ۸. ٠‏ نتركه تمريناً للقارئ. , 
E‏ 7 ف ۴ 
- إذا كان 0 > مم ا دون ظ E‏ ا إن العلاقة 
بك TE USE‏ اين ۰ 3 © ج :م المعرفة بالشكل: أياً كان 2 > فإن ”6 = (07/ هي تطبيق غامر. 
ا الزموة 68-10 :2-1023 هي زمر درارة مولدة بالعتصر 1 أيضاء. 5 البرهسان. 
لأنه أيأكان ,62" فإن ٠‏ 0 نتركه للقارئ كتمرين. , 
m= m1 = [+1 +--+]‏ ۰ المبرهنة التالية تبين لنا متى تكون الزمرة الدوارة غير منتهية. 


ميرهنة ۳-١-ء.‏ 
لتكن © زمرة دوارة مولدة بالعنصر © ع ه. أي (ه) = € . القضايا التالية متكافئة: 
-١‏ التطبيق م المعرف في التمهندية(5١-١-5)‏ متباين. 


.Vnmezl: n#m; جد‎ a" xa" —¥ 


أي أن (1) = ,2. وبما أن1-7-1- نجد حس ب التمهيدية ممم 
| 5 2 ومنه (1- )= (1-) = (1) = ,2.على سبيل المثال» من أجل 8 = مم 
فإن (0,12,3,4,5,6,7) = ,2 وأن 22020 
(7) = (1-ه) - (ل-) - (1) -,2. 
- في الزمرة [1,3,7,9) = (7700 نجد أن ١‏ 


6 00 6 2 


لا يورك ور , > a" =a";‏ ومح رم . 


5 





کے 


Mm. 


-٤‏ الزمرة © غير منتهية. 

البرهسان. 

)١(‏ >(). لیکن 2 ۸,۳ بحيث ۸ + م . ولنفرض جدلاً أن ”م = "م عندشذ 
يكون (07/ = (م)4 ولكون التطبيق ‏ متبايناً ينتج أن = ٣‏ وهذا يناقض الفرض. إذا 
a #a‏ 

3 0 (١ ١ 


التمهنده 0 ١‏ ا 2 تقابل وباقالن تكون Cl CardG‏ وهذا د 'يبين لذا 


أن الزمرة © غير منتهية. 


.)١(> )4(‏ لنفرض ذلا أن التطبيق م 5 متباين عندئذ يوجد 2 7,71 


بحيثت ”± ۸ وأن ()م = (4)7 أي أن ”ه = ”ه. لنفرض أن 7 < عندئذ 

0 < -م. بما أن ع = a"‏ = "م فإن | لمجموعة ش ش 
S={k:ikeN’; a =e}‏ 

غير خاليةء وبالتالي فهي تحوي عنصرا أصغر وليكن 4. إن = 'ه. لنبرهن في هذه 

الحالة أن للم .G = {e,a,a”‏ 


واضح أن © ح .{e, 4, 42 , 6 !١!‏ 


لیکن © ع × عندئذ ”۾ = × حيث 2 © 5 وحسب A‏ القسمة يوجد 2ء 4,١‏ 


بحيث +٣‏ ې = 5 وأن + > > 0 ومنه 


qi+r 


x = a = "أي‎ = a" a" = (a')" qa" = "و‎ 


أي أن }4,< x € {e,a,a”‏ وهكذا نجد أن (16,64,42,...0,4'1 > 6. مما سبق 
نجد أن (7'م,...,7ه,,ه) = © أي أن الزمرة © منتهية وهذا يناقض الفرض. 
وهكذا فإن التطبيق م متباين. , 


تتبحسسه. 


حت 


ينتج من المبرهنة السابقة أن كل زمرة دوارة وغير منتهية تكون قابلة للعد. 


١ك‎ 





المبرهنة الأخيرة أوضحت لنا متى تكون: الزمرة الدوارة غير منتهية» وهذا يبين ا 
أنه إذا لم تت تتحقق شروط المبرهنة الأخيرةء فإن الزمرة الدوارة تكون منتهية. وفي هده 


الحالة يتبادر إلى الذهن ما هي عناصر هذه الزمرة. المبرهنة التالية تجيب عن هذا 
التساؤل. ش 1 
يب مبرهنة .1-1١-7‏ 
تكن © زمرة دوارة مولدة بالعنصر © ع 4. . أي 
-١‏ الزمرة © منتهية. , 
ا E‏ ل 00000 وأن "و = "4. 
a, a”,‏ €{ - © وهذه العناصر 


. القضايا التالية متكافئة:‎ . © - (a) 


۳ يوجد في */3 عنصر مثل / يحقق (!*4, 
البرهان. 

(0(؟). ينتج وبشكل مباثبر من من المبرهنة الأخيرة. 

(5) > ("). لیکن 2 € ,7 بحيث ۳ + :7 وأن "و = "۾ لرن 
عندئذ 0 < n—m‏ . وبما أن م = ” ”هم فإن المجموعة 


e}‏ = “ع : *77 ع 4:1 ع د 


711 < mM أن‎ 


غير خالية وبالتالي فهي تحوي عنصرا أصغر وليكن /. إن ٤‏ =. ه. لنبرهن أن. 


.G = {e,a, اساي ...ته‎ 
.{€, 2,7 „<“, a ا6‎ 


لیکن © » ر عندئذ ”م = بر حيث 72 € ؟ وحسب خوارزمية القسمة يوجد 2 € 4,١‏ 
Ja"‏ “و) د aa"‏ = "الو د * a‏ آي 


8 أورهرعا ج0١‏ مما 


بحيث م + اي و0 و a' =a‏ 
ا 2 e,4,‏ ع + وهكذا نجد أن (1*ه 


سيق نجد أن "4 ., .G = {e,a,a?‏ 
لنفرض جدلاً أنه يوجد في © عناصر /م,؛6 تحقق لى = 'ى وأن ر 1 . لنفرض أن 


ز <1 عندئذ )> 7 - > 0 وأن م- 7 ي وهذا يناقض كون ۸ أصغر عدد صحيح 


موجب من أجلهء = “۾ . وهكذاء نجد أن جميع عناصر © مختلفة مثنى مثنى.. 
.)١( )5(‏ واضح. , 
تعريسف. لتكن © زمرة و ٤G‏ ع نسمي أصغر عدد صجيح موجب # من أجله 
= "ع بمرتبة العنصر ج ونرمز له (ع)ه» ونقول في هذه الحالة إن العنصر ج ذو 
مرتبة منتهية أو محدودة. ونقول عن العنصر ع إنه ذو مرتبة غير منتهية إذا 
كان ۾ + ”۾ وذلك يا كان “۸ €» ونعبر ن ذلك ه - (0)2. ` 

ينتج من التعريف أنه لإيجاد مرتبة العنصر ع من الزمرة © يكفي حساب متتالية 
الجداءات ,ع ,”ع ,ع حتى نصل إلى عنصر الوحدة للزمرة © لأول مرة» ويكون 
فى تفده الالة ا ر نذا یل ظن ميان ا 
عندئذ يكون العنصر ج ذا مرتبة غير منتهية. 
مثال. . 
لنأخذ الزمرة 

(1,13,14 آرة,1,2,4,7) = .U(15)‏ 
بالنسبة إلى عملية الضرب بالمقاس 15. لإيجاد مرتبة العنصر 7 قرم بحسب قاي 
الجداءات ...732 ,7,72 فنجد أن ٠‏ 
7= 7 4= 137= 17= 74 
ومنه 4 = (0)7 . كذلك ا وة IO ERE‏ ا 
2 -601. بشکل مش ابه نهد أن 2- 0)4 وأن 4 وكسيد 
1= (4200 = (8)مف 4 = (0)13› 2= (0)14. 
مشسال. 
في الزمرة 
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) = وز 


بالنسبة إلى عملية ET‏ . لإيجاد مرتبة 0 نقوم بحساب متتالية 





2 = 1.2 4= 02.2 6 = 03.2 8 = 042 = 5.2 
ومنه تكون 5 = (0)2. بطريقة مشابهة نجد أن 
5 = (0)6› 2 = (0)5› 10= (1›0)7= (0)0. 
مثال. 
في زمرة الأعداد الصحيحة 7 نجد أن كل عنصر من 7 مغاير للصفر مرتبته غير 
منتهية لأنهء أي كان 2 € ۾ ع 0 فإن كل عنصر من العناصر ©,20,3©,٠-١‏ هو عنصر 
مغاير للصفر. 
بعض الخواص لمرتبة العنصر توردها من خلال المبرهنة التلية: 
e‏ لاس يد اا 
لتكن 6 زمرة و 6 ع ۾ مرتبته ”. القضايا التالية صحيحة: 
5 أي كان العدد الصحيح ى حيث م > ى >1 فإن (° "0)4 = (۰0)4° 
7 إذا جه 2ع ۴ بحيث ع *ه قان يضم 0 
- أي كان العدد الصحيح 2 الذي يقسم ۸ فإن م = 00859 
4 - إذا كانت (ه) = © فإن + = (1: ©) = ()0. 
اليرهسان. 
١‏ - بما أن ۸ -(0)0 فإن = ”و ومنه "= *”ى وهذا يبين لنا أن 
(*7"م)ه =( ° ه)ه- (ثم)ه. 
۲ - لیکن 2 ع ۸ بحيث» - *ه. حسب خوارزمية القسمة يوجد 2 ع 4,7 بحيث 
k= qn+r‏ وأن ‏ > > 0. لنفرض أن 0 ٭ ٣‏ عندئذ 
a” = a” a = (a")" a" = qî‏ = أي | 
وهكذا نجد ع = *م = "۾ وأن > >0 وهذا يناقض کون ۸ = (0)0. مما سبق نجد 
أن 0-” وبالتالي ر = ۸» أي أن ۸ يقسم /. 


٠ 3 ا ا‎ eT 
بحيت.‎ 8 ٤ 7 بحيث أن + يقسم 7. عندئذ م = /4 = '('). لیکن‎ + ٤ 7 لیکن‎ - ۳ 








١ 7 n 
: و + 2 1 1 5 فد‎ i 6م‎ 
وان ۸> وهذا يناقض کون‎ »' =e ويحقق» = 4'(7) عندئذ فإن‎ 8 > 
4 
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۸ = (0)24. مما سبق نجد / = (0)61. 
4 - لنفرض أن (ه) = © وأن ”= (1: 6). حسب المبرهنة (5-1-9) فإن 
G = {e,a,a? „۰,a } ٠‏ 
وتال هر لم عن صح مرجب من لدد 'ه. وهذا يبين لنا 
أن 4 = (0)0 = ۰ „ 
مثال. 


العنصرين 1,5 مؤلداً للزمرة ,. أي (5) = (1) = ,2 بينما العنصر 2 ليس مولداً 
لهذه الزمرة. لآن م2 ± (0,2,4) = (2). ظ ٠‏ 

لمبرهنة التلية تعطينا الشرط اللازم والكافي كي تكون عناصر الزمرة السدوارة 
المنتهية مولدات لها: 


مبرهنة ۸-۱-۴. 


لتكن (4) = © زمرة دوارة منتهية مرتبتها # مولدة بالعنصره. الشروط التالية 


متكافتة: 
(0-١‏ )=6 حيث 2 6 +: 
؟- 1- (0),6مع أي أن العنصرين ۸ و 7 أوليان فيما بينهما: 
البرهان. 
.)١( > 0(‏ اشا أن (*ه) = G‏ حيست ۴67. وانقسرطن جسدلاً أن 


1< 4 = (#رم)لمع عندئذ يوجد 2 > ,ى بحيسث ا = ۸ و و =م. وبفرض أن 


مرتبة 1 5 qa‏ تساوي mn‏ 1 جد م- و (a) = (a^)‏ = “(كي) 1 3 إن 
# > و > ”. وهذا يبين لنا أن العنصر “ى ليس مولداً للزمرة © وهذا يناقض 
کون ( *4) = © . مما سبق نستنتج أن 1 = ( ,)لع . 


11۰ 


في الزمرة 0,1,2,3,4,5) 7 بالنسبة إلى عملية الجمع بالمقاس 6 نجد أن كلا من 





()=(0. لنفرض أن 1 = (0),8هع عندئذ يوجد 2 € 1,۷ بحيث ب + ووه =1 
yk NY k‏ م y+ vk MN‏ ._ 
a=a = a" )" (a ( e(a*)‏ 
وهذا يبين لنا أنه أياً کان > ى فإن . مما سبق نجد أن ( “م) = ۰G‏ , 
من أجل ,7 = © و 1= فإن المبرهنة الأخيرة تعطينا النتيجة التالية: ' 


في الزمرة ,7 كل عنصر ,2 © £ يكون مولدا للزمرة ,2 عندما وفقط عندما 
gcd(n, E) =1‏ . ش 
مثسال. ا | 
لنأخذ الزمرة (0,1,2,3,4,5,6,7) = ,2 . وجدنا سابقاً أن (7) = (1) = ,م2. من جهة 
أخرى وبالاعتماد على النتيجة الأخيرة: وبما أن 1= (4)3,8ءع و 1= (86005,8 
فإن (5) = (3) = و۰2 00 
المبرهنة .التالية تبين لنا عدد جميع الزمر الجزئية في زمرة دوارة منتهية وكيفية 
اباد ن الوم الجزتية: 
⁄ مبرهنة .١-١-۳‏ 
لتكن (4) = © زمرة دوارة مولدة بالعنصره. القضايا التالية صحيحة: 
-١‏ أي زمرة جزئية من © تكون دوارة. 
-١‏ إذا كانت للزمرة © منتهية ومرتيتها ‏ فإن مرتبة أي زمرة جزئية من © تقسم . 
۳- إذا كانت الزمرة © منتهية ومرتبتها # وكان 2 > ۸ يقسم ۸ فإنه توجد في © 
زمرة جزئية واحدة فقط مرتبتها / وهي (6). 
البرهسان. ا ش 1 
١‏ لتكن 77 زمرة جزئية من . إذا كانت (©) = 7 عندئذ () = 7 وبالتالي 
الزمرة 7/ دوارة. لنفرض أن () + . عندئذ يوجد ع ند بحيث 26 وبما 
أن © > × فإن “م = × حيث 7  »‏ ومنه فإن المجموعة ٠‏ 
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={s:iseN": aeH} ۰‏ 
غير خالية. وبالتالي فإن المجموعة 5 تحوي عنصراً أصغرء وليكن #. وهكذا 
قن وغ “نوها يبين لنا أن (ac H‏ ليكن ye H‏ عندئذ © عر ومنه 
يوجد 2 71 بخيث ”م = در وحسب خوارزمية القسمة يوجد 2ع «,ي بحياث 
gk +”‏ = 7# وأن 5 > ” > 0. لنفرض أن 0 ٣‏ عندئذ 

aa” = (a) a"‏ = لي = "او 

وهكذا نجد أن a"a* eH‏ = “م وها اف عزن + ا عدد صحيح موجب 
من أجله رع *ن. إذا 0-م وهذايبين لنا أن مي - م وبالتالي 
(“م)ء ")= “مد "مد ر. مما سبق نجد أن (*ہ) = 17 أي أن الزمرة 
الجزئية 7/ دوارة. ٠‏ 0 
ا ا ی ر 
الزمرة © وذلك حسب مبرهنة لاغرانج. 
۳ - لیکن 7 © ۸ بحيث / يقسم ۸ عندئذ و - مم GFE e Ek‏ 


وهذا يبين آنا أنه أياً كان 2 ع+ بحيث+ >+ فان مع '(2م) وان (أه)زمرة جزئية 


من © مرتبتها 4. لتكن ٨1‏ زمرة جزئية من © مرتبتها ‏ ولنبرهن أن | 45) = 7. 


بما أن الزمرة © دوارة فإنه حسب )١(‏ تكون الزمرة الجزئية 8 أيضاً دوارة 


وبالتالي (”64) = ۸1 حيث 1, أصغر عدد صحيح موجب من أجله 7ج ٩”‏ ءوحسب 
خوارزمية القسمة يوجد 7 > 4,7 بحيث + ۸ = بم وإن ۸ > ” > 0. إن 0 - م لأنه 
إذا كان 0 + م عندئذ :”7م = "ى وبالتالي 8 ع ”9 ”م = :م حيث 7 > ”>0 
وهذا غير ممكن. إذن 0= وبالتالي :ي = ” وهكذا فإن 

k= (H:1)= د (ا:("م)‎ 


مما سيق نجد أن = ” وبالتالي 1 6 =( =a"‏ 8 


٠‏ لنورد الآن المثال التالي كتطبيق على المبرهنة الأخيرة. 


11۲ 


7 





مثسال. 


لتكن (») = ©. زمرة دوارة منتهية مرتبتها 30. بالاعتماد على المبرهنة الأخيرة فإن 
كل زمرة جزئية من 6 هي من الشكل ( "ي) حيث 77 قاسم للعدد 30. بالإضافة لذلك» 
إذا كان ع ۾ قاسماً للعدد 30 فإنه توجد في © زمرة جزئية وحيدة مرتبتها # وهي 
بالتحديد 5 6 . لنوجد الآن حسب ما ورد أعلاه جميع الزمر الجزئية من ©ومرتبتها 
وهذه الزمر هي:. 
- الزمرة 2 (6*,....»75,*م,2ه,ه,ه) =(ه) ومرتبتها30. 
- الزمرة e‏ ومرتبتها 15. 
- الزمرة [”ه,..., ”,م ,ه, ,)=( ) ومرتبتھا10. 
- الزمرة ‏ ,"هم ,"هھ e,‏ = ومرتبتها 6 . 


) 
0 
- الزمرة (ه, ,a"‏ تله كه,ه - (a)‏ . ومرتبتها 5. 
: 
١‏ 


ج الزمرة ”م,"ام,ء) - ("2)0 ومرتبتها3. 

.2 ومرتبتها‎ (a = {e,4 الزمرة‎ - 

ش ِ- الزمرة 0 A (a) = {e}‏ 
في المبرهنة الأخيرة إذا كانت ,2 = © و 1= ۾ فإننا نحصل على النتيجة الهامة 
التالية: ف ااه 


ليكن 2 > ۸ بحيث £ يقسم #. عندئذ الزمرة(2) هي الزمرة الجزئية الوحيدة 


ر في م2 والتي مرتبتها /. . 


4 ما 


e 


لنوجد جميع الزمر الجزئية في ,2 ومراتبها. ت ا 52 اع فون 
e‏ الجزئية 2 ومرتيتها هي: 


- الزمرة 


- الزمر ه 
- الزمر 0 
الزمر ه 
- الزمرة 
- الزمرة 
الزمر ه 
- الزمر ه 


(1) = {0,1,2,3,4,--,29} 

(2) = {0,2,4,6,8, ۰,28} 
(3) = {0,3,6,9,12,---,27( 
(5) = {0,5,10,15,20,25} 
(6) = {06,12,18,24} 


1 


(10) = {0,10,20} 


(15) = {0,15} 
G0= {O 


يميه 4 


.30 ومرتبتها‎ ٠ 
.15 ومرتبتها‎ 
.10 ومرتبتها‎ 


ومرتبتها 6. 
ومرتبتها 5. 
ومرتبتها 3. 


ومرتبتها 2. 


ومرتبتها1. 


المبرهئة التالية تعد واحدة من اختبارات الزمرة الدوارة: 
س ميرهنة .٠١-١-۴‏ 


كل زمرة منتهية مرتبتها عدد أولي هي زمرة دوارة. 


البرهسان. 


لتكن © زمرة منتهية مرتبتها العدد ا 8 
عنصر » بحيث ع < ». لنأخذ الزمرة الجزتية (»)» بما أن (a) ¥ (e)‏ فإن (ه) = .G‏ 
لأنه إذا كانت (ه) < © فإن مرتبة الزمرة الجزئية() تقسم مرتبة الزمرة © (حسب 
مبرهنة لاغرانج)» وهذا غير ممكن لأن العدد م أولي. مما سبق نجد أن (ه) = © 


والزمرة © تكون دوارة. , 

تمهيدية ١-1-9‏ 1. 
لتكن 6 زمرة منتهية مرتبتها 7. القضايا التالية صحيحة: 

. 4" = e فإن‎ a أياً كان © ع‎ +١ 


- أیاً كان aeG‏ فإن (©)0 تقسم ۸. 


البرهسان. 


١‏ - ليكن © > ۾ مرتبته # عندئذ ء = *4. لنأخذ الزمرة الجزئية(ه). و 


إن (ء) G+‏ ومنه يوجد في © 


(a) :D=o() =k 


6 


وحسدب مبرهنة لاغرانع؛ فإن العدد ۸ يقسم 7 ومنه يوجد 7 ء ؛ بحيث یم - م ومنه 


€= ع = ( )= "4. 


؟ - لیکن 6 © © مرتبته #. عندئذ فإن الزمرة الجزئية ١‏ ©) مرتبتها ۸ وحسب لاغرانج 


فإن ۸ يقسم 71 م 


وجدنا أنه إذا كانت الزمرة © مولدة بالعنصر ه» فإن كل عنصر من © يكب ۰ 
بالشكل "7ج حيث 7 € ۸ . وهنا يحق لنا التساؤل ما هي عناصر ازمجزة© ا ابت 
(a)‏ = © حيث 8 مجموعة غير خالية من © لميرهنة التلية تعطينا الإجابة عن هذإ رل " 


التساؤل. 
مبرهنة ,1١ 5-١-9‏ 


0 
ا 


لتكن 6 E SLE‏ أن 8 هي 


ا (5)-8.. 


8 مجموعة الجداءات المنتهية من الشكل ,× ٠٠٠.ر×. ر×. ,د بحيث ,× أو ”× ينتمي إلى‎ ٠ 
لأجل م > 7 >1 غندئذ:‎ - 


1 


. kı ka ks; 7 1 1 ١ 
عندما وفقط عنسدما “د 2.۰۰۰ برع £ = بل حيث ,× وأن 2 رطق‎ ye (8) ~~ 


ISjJSt 


البرهسان. 


٠‏ - واضح أن © ± 8 . ليكن 


ماع 


Xo Xas X39 Fos و 3° وو‎ 8 


GOY ey) = x, J هع مر ودر »...يبلل‎ 


مما سبق نجد أن 8 زمرة جزئية من © وتحوي 5 لأنه أياً كان 5 ع × فسإن 8 © *. 
ومنه (S)c B‏ . من جهة أخرىء لتكن 77 زمرة جزئية من © تحوي 5 عندئذ 
8518 لأنه یا كان 8 € 2 فإن ..٠-.2,‏ 2.2.2 = 2.حيث ذف 6 ,2 و >1 1. 


وبما أن 27 Sc‏ فإن C H‏ ا 


21-22.23 دج .. وهذا يبين لنا أن (5)ء 8. 


11° 











مما سبق نجد أن (5) = 8 . ش 

١‏ - لزوم الشرط. لیکن (5) € ر. حسب )١(‏ نجد أن ,ل. ٠٠٠‏ ولإ ر[ ل = لل 
TEES‏ 0 ش ١‏ 

كفاية الشرط. واضح. , 

إن المبرهنة السابقة تبقى صحيحة في حال كون المجموعة £ غير منتهية. 

واحد من الأسئلة الهامة المتعلقة بالزمر منتهية التوليد هو السؤال التالي: هل كل زمرة 


كوقة مق سر كيه منتهية التوليد تكون منتهية اتوليد؟ الإجاية في الحالة العامة هو أنسه . 


ليس بالضرورة أن تكون الزمر الجزئية لزمرة منتهية التوليد هي زمرة منتهية التوليد. 


وهنا يبرز سؤال آخر متى يكون ذلك صحيحا. المبرهنة التالية تعطينا الإجابة عن ذلك 


التساؤل. 
a‏ ۴۳--1۳ 
لتكن © زمرة و زمرة جزئية من ©. إذا كان (57.: ©) منته عنذكذ الشروط 
التالية متكافئة: . 
١‏ - الزمرة © منتهية التوليد. 
؟ - الزمرة الجزئية 8. منتهية التوليد. 
البرهسان. 
لنفرض أن 7 (G:H)=‏ ا ان عدد المرافقات اليسارية للزمرة الجزتية 7 
في © يساوي «. لنفرض أن هذه المرافقات هي 1ا,ه,٠٠٠,‏ 1ار ,1اه حيث 


٠*6 eG‏ *وج4 و 4 ٠١‏ . لنفرض أن (, 004 106 حاو 


) ۱)=(). لنفرض أن 'الزمرة © منتهية التوليدء ا 


عوج بحيث ( ¥) = ©. لنفرض أن × ع ×: "× = اتير فنجد أن المجموعة 
2-١‏ منتهية وبالتالي تكون المجموعة !رب + =5 منتهية. ومنه E‏ و 


أيا كان 5 € بر فإن a‏ = © ع عبر وبالتالي يوجد دليل « > تر ک1 بحيث 


i 


ES 





a,‏ € بود ومنه يوجد 7 € ,8 بحيث ٩,1‏ = ×( أي. أن iy = aj yx‏ لنأخذ 
لتخ غة 

T={hy: yeS, xe} 
فنجد أن المجموعة ۲ منتهية لأن كلا من 3,5 مجموعات متتهية: لنبرهن على أن‎ 
×, €+ حيث‎ ۸= ×, 0-١ فان‎ ۸ ٤G وبما أن‎ he H ليكن‎ .8#-)7( 
,ا‎ =e و >7 >1. لنعرف متتالية العناصر (,4) من عناضر المجموعة 7 بالشكل‎ 


وأن xl, H =t,,H‏ و ي كان ۸ > 1 فنجد أن 
= ۰۰ = ریوک و × = اہو ارو کے× = کے اے× = ےا 
yy Kyi = hH = H 1‏ = 
ومنه نجد أن = ٤,‏ كما أن 
(ts )xg 20 E‏ و3( يك 1(2 = 4 
ومنه 


h= (txt xy Ext) (xm) 

.H=(î) e e 
لنفر ن الزمرة الجزئية 8 منتهية التوليدء عندئذ توجد مجموعة.‎ .)١(> )۲( 
منتهية 17 ع ۲ 6 ومنه فإن 5.7 = © (جداء مجموعات) لأنه وبما أن‎ 
كلاً من ,ى مجموعات جزئية من © فإن © ح 877 . من جهة أخرىء ليكن 6 © ۾‎ 


وبما أن =(Ja,H‏ 6 يوجد دليل > ر > 1 بحيث #ره»ء م وبالتالي 


i= 
۰ .G = SH ومنه‎ G ح‎ SH ع أي أن‎ e a,H c SH 
× © © لنیرھن على أن ۲ں 5) = ©. بما أن © ع ۲ں 5 فإن © ے ( ۲ں ؟). لیکن‎ 
1 عندئذ ی = × م ا ومنه‎ 
seScSUYc(SuY), heH=(!)c(SUY) 
.6 = )5 ۲ ( أي أن ۲ں 5) > و = × وبالتالي (7 8) > 6. مما سبق نجد أن‎ 














وبما أن كلا من المجموعتين 5,7 منتهية فإن المجموعة $۲ هي مجموعة منتهية 
وهذا يبين لنا أن الزمرة © منتهية التوليد. م ش 
خاسة أخرى من خواص ازمر منتبية توي نوردها في المبرهنة الت 


م مبرهنة .١14-١-«‏ 


لتكن 6 زمرة منتهية منتهية التوليد. عندئذ © لمق ل شاي تشاع اط ااه 

من الزمر الجزئية من © والتي كل منها لا يساوي 6 . 
البرهسان. 

کن مجوعة زا معة من 0 وخر خلية رارت أن لن (e)‏ كر 
a‏ : 1 ع بولج ولك كا هْ 
سلسلة متزايدة من الزمر الجزئية من © والتي كل منها لا يساوي 6. ولنفرض أن 
UK,‏ = عندئذ أيا كان + > بد يوجد دليل ,1 بحيث ,۶1 © *: لضع 


اح 


٠ j= :قط‎ xeX} 
عندئذ × ع ×۷ فإن , ۸ € :د ومنه ,8 ح 5 وبالتالي © ,8 » (2[) - 6 أي أن‎ 
. , وهذا غير ممكن.‎ © = ۴, 


7م -؟ . تطبيقسات الزمسرة السدوارة. S8‏ 

في عام ١7517"‏ أوجد عا طريقة لإيجاد عدد جميع الأعداد الصحيحة الموجبة 
التي هي أصغر من 7 والأولية مع 7. E‏ 
التالي: 


تعريسف. 


7 


لنعرف التابع “برج */ز :م بالشكل التالي: أياً كان *37 ©« فإن1- 200 


عندما1 = ب . إذا كان 1 < 7 فإن 5 = ()م حيث وهو عند جوع الأعشداد “دع ع 
حيث ۸ > £ وأن 1= (/,)800 . نسمي التابع 4 تابع أولر. ش 


مثال. : 1 
إن 2 - )م » 4 = (200 ٠‏ 4= )$12 + 6 - (0)0. 
من التعريف السابق تنئج لدينا الخواص التالية: ْ 


3 


لیکن 1 < 7 عدداً يها عندئذ: 
)0)N(:( -‏ = ()م أي أن (”) يساوي مرتبة الزمرة (0)7. 
- إذا كان م عدداً أولياً فإن1- م = (م)/. ظ 

واحدة من اهم الخواص لتابع أولر أنه يعطينا عدد جميع العناصر التي لها ذات 
المرتبة في أية زمرة دوارة منتهية. . وهذه الخاصة نوردها من خلال المبرهنة التالية: 
مبرهنة “-؟-1١.,‏ 

لیکن 1 < 7۸ ا صحيحاً. وليكن * × ع 0 قاسماً للعدد #..إن عدد جميع العنتاأصر 
التي مرتبتها في أية زمرة دوارة مرتبتها 7 يساوي (4)4 ٠‏ 
البرهسان. 

لتكن as G‏ م. وليكن d > N“‏ قاسماً للعدد 7. عندئذ حسب 
المبرهنة(*- )1-١‏ يوجد في 6G‏ زمرة جزئية واحدة فقط مرتبتها © ولتكن (ه). وأن 
أي عنصر آخر مرتبته © يكون مولداً للزمرة (ه). وحسب المبرهنة )8-١-5(‏ فإن 
العنصر “م يكون مولداً للزمرة (ه) عندما وفقط عندما1 = (800)6,4. وهذا يبين لنا 
أن عدد جميع العناصر التي مرتبة كل منها يساوي 4 هو (4)ء م ٠‏ 

نأتي الآن لإثبات مبرهنة فيرما الأولى التي أثبتها ۴٣۵۲‏ .2 عام ١514١‏ وهذه 
المبرهنة لها استخدامات هامة لاختبار بعض الأعداد إن كانت أولية أم لاء وذلك 
باستخدام الحاسب. 1 


” مبرهنة ۲-۳-!. 


ليكن | سهد BES‏ اا عندئد 


.a” حلمم‎ p = amod- p 








البرهسان. ۰ 
حسب خوارزمية 3 القسمة فإنه يوجد 2 © "." بحيث ۲ + م71 a=‏ وأن مر>م >0 
أي أن amod- p‏ = ۾ وحسب التمهيدية (١1-ه-"؟)‏ فإن ١‏ 
م FP mod-‏ = م ar mod-‏ 
وهنا نميز حالتين: | 
- إذا كان 0 = م عندئذ مر a" mod- p = r” mod- p = r mod-‏ . 
- إذا كان 0 ع عندئذ (م)7] ع ومنه فإن 1= ٣"‏ وهذا يبين لنا أن ٣‏ = 7« أي أن 
a” mod- p = r” mod p = rmod—p‏ „ 
نأتي الآن لإثبات مبرهنة أولر التي هي تعميم لمبرهنة فيرما الأولى.. 
مبرهنة ۳-۲-۳. 
لیکن 1 < ۸ SE‏ عدداً صميحاً موجباً بحيث 1 20067 عندئذ 


a” = 1mod- ور‎ 


البرهسان. 

سوف نميز حالتين: إذا كان > © عند ويم أن 1 = gcd(a,)‏ فإن (م)تاء © 
ومنه:-00ة1 > "4 . - إذا کان ۸ < ۾ عندئذ حسب خوارزمية القسمة 
فإن +۸ = م حيث 2 € ,و وأن : > م > 0 لأن 1 = (00)0,:0ع . وهذا يبسين لتا 
E‏ وأن 7 -00جم” ع ‏ -617200 وحسب التمهيدية ١(‏ -ه-") فإن 


a4 ™ mod- ير‎ = r" mod n = 


أي أن م - od‏ ص1 = 
مثسال. 
١‏ - أحسب 0-7ص ”'5. لدينا حسب مبرهنة أولر 15000-7 = ې ويما أن 


6 = (4)7 نجد 0-7ص 1= 5 وبالتالي 6 - 0ص 6 = 1.1.4.5= 5.56.5.5 = 5 


۲ - احسب 4-11ميم 713. لدينا 1 = (800)7,11 وأن 10 - (11) وحسنب مبرهنة. 


eT SPITS TAR أولر فإن‎ 





تمسساریسن محلولےة (f)‏ 


١‏ - لتكن © زمرة و G‏ » 4,5 بحیث + = (0)4 و 7 = (0)65. عندئذ: 
أ - إذا كان 2ط = 65 و (e)‏ - (0(6)5) فان (111)0,71ع1 = (0)08. 
ب- إذا كان هط = 5ه و 1= (71 ged)”,‏ فإن (a) 6)5( = )e(‏ وأن 
.o(ab) = o(a).0(b)‏ 
الحل. ظ 

k= S™ قر چن أن (10771),771 = ۸ عندئذ يوجد 2 € ارک بحيث مز عع و‎ ٠ 
ومنهء = ""ق "و = *ؤ“ن = “(ط) لنفرض أن 4 = (0)66 عندئذ 6 > 1 . من جهة‎ 
ي وهذا يبين لنا أن‎ > 8-4 € (a)^(b) = (e) ومنه‎ e - )88(2 = أخرى» لدينا ٣ط ٌه‎ 
يقبل القسمة على م و في آن واحدء وبالتالي ۸ <1 . مما سبق نجد أن ۸ = ار‎ 2 
.o(ab) = A = وبالتالي )71 ,)لم‎ 

ب -التفرض أن وم = 46 و 1= (800)7,7 ٠‏ لیکن (5) ۸ ہ(ہ) e‏ رء ولنفسرض أن 
و = (بر)م عندئذع = “بر بما أن () ٤‏ در عندئذ فإن ع = "برء كذلك بما أن (5) © بر 
فإن ع = ”بر وهذا يبين لنا أن 5 يقسم كلا من ۸ و 2 وبما أن 1 = (00),7ع نجد 
أن 1= 5 وبالتالي ٤‏ = ر أي أن () = (0(65). وحسب( أ) فإن ٠‏ 

١ .6)2( ج‎ Icem(n, I1) = nı = o(a)0(b) 

؟ - لتكن 6 زمر املتهية. أثبت أنه يوجد عدد صحيح موجب يحقق ع = "۾ وذلك 
ي كان G‏ ع 6. 
٠‏ لنفرض أن [ ,۵۰۰۰ ,ر٥‏ ,)= © وأن , - (,ه)ه حيث ‏ ک1 1. ولتفرض 


أن .واف MR‏ = 1 فنجد أنه أيا كان 6 ع ۾ فإن ع = ١.4”‏ , 








5 


الزمرة 8 دوارة فإن الزمرة * 55/2 أيضا دوارة. 
إن 6867 زمرة جزتية من . لنفرض أن (۸) = 7 حيث 87 7 ولنبرهن أن 
.aHa = (aha)‏ ہما أن aha? < a‏ فاإن .(aha") c alla"‏ ليكن 


۳ - لتكن © زمرة و # زمرة جزتية من ۰6 و لیکن © > ۾. أثبت أنه إذا كانت 


ye 2‏ عندئذ "۾ "رج = ر حيث 7 € 77 ومنه 
(aha) ۰ ٤‏ ج" (aha‏ = أي ah"‏ = بر 
مما سبق نجذ أن (aha)‏ ع 7ه وبالتالي فإن «aHa = (aha)‏ „ 
٤‏ لتكن 0 ومنزة تبديلية؛ E‏ أولياً. أثبت أن المخموعة 
H={xs:ixeG, o(x)=p": neN}‏ 
زمرة جزئية من © : 
المل. ٠‏ ظ 
واضح أن 7 > e‏ لأن "م > 1 - (0)6. لیکن 27 ع بر,× ولنفرض أن "م = ()0 
او" = (بر)ه حيث 2 ع :#,::. لنفرض أن < 7 . ہما أن "م =( ر)ہ 
فإن ع =( ر) ”× = ”( 1 ر) وهذا يبين لنا أن ”م > ('-نجت)مء وبما أن (7نز)ه 
يقسم “م فإن *م = (2 بوه حيث ۸ > ی >1 وهذا يبين لنا أن 7 ع ر×٠‏ , 
© - لتكن © زمرة تبديلية. أت أن المجموعة (*787 © ()0 2 ,6 6< : «) ع كر 
زمرة جزئية من ©. نسمي الزمرة 1 زمرة الفتل. وتكون © زمرة فتل» إذا كان كل 
أغنصر من © ذا مرتبة منتهية. 
الحسسسل. ش 
واضح أن € e‏ لأن 1= (e)ہ.‏ لیکن × ٤‏ ر,× ولنفرض أن = ٥)۸(‏ و 
7 = (:ز)ه حيث 2 > 77 ,:. لنفرض أن 2 < م . بما أن ۸ = ("ر)ه فإن. 
مع (xy 1)” = (x "[(y "TF"‏ وهذا يبين لذا أن ۸۸ > ( © نود)وومنه عر € بود 


أي أن £ زمرة جزئية من 6:, . 





* - لتكن © زمرة تبديلية تحوي عنصرين مرتبة كل منهما 2. أثبت أن © تحوي 
TTT‏ ا ش 
ال .“ 

لیکن © > 0,8 بحيث 2 = (0)8 = (4)ه. لنأخذ المجموعة 0ه ,ط,ه,ع) = 1 . فنجد 
أنها زمرة جزتية من 6 مرتبتها 4 . لأنه بالاعتماد على الجدول التالي: 





نجد أن المجموعة > مغلقة بالنسبة إلى العملية المعرفة على ٠6‏ , 

۷ - لتكن © زمرة و © ع 4,5 بحيث 4ط = 08. لنفرض أن ۸ = (و)0 و =m‏ (0)6. 
إذا كان 1 = ( ,)۵ع عندئذ ١ ٠‏ 0 
.(a.b) = (a,b) = {a'b’ : Osi<n, Ea‏ 

لنبرهن في البداية أن (a,b)‏ = (هه). نما أن a,b € (a,b)‏ فإن (,ه)ء ab‏ و يما 


أن (ab)‏ أصغر زمرة جزئية في 0 تحوي نجد أن (6,5) .(ab)c‏ من جهه 
أخرى؛ بما أن 1 = (800)71,7 يوجد 2 € ارک بحيث 8 + =1 ومنه 
(ab)™ € (ab)‏ ت كار a"‏ ت a"‏ 5 كني LL 55 a"‏ د a= qi‏ 


بشكل مشابه نجد أن (ظ4) > 5. ومنه (ط.ه) = (5,). مما سبق نجد (1,ه) = (41). 
ينتج من تعريف الزمرة الدوارة أن ش ش 

سد رك0 رس>0>1 o(ab)={a'bl:‏ 
- لتكن © زمرة و © > © مرتبته 7. عندئذ: ش 


. (a*) مسو‎ - 














ع يوت 1 

ال ولي 

وت ١م‏ 3 ("6)عندما وفقط عندما (ى,م)لعع = (7,سم)لمع . 
الحسل. 


أ بما أن ۸ مضاعف للعدد (/ Bed(,‏ ان (a‏ 0 ه). من جهة أخرى؛ 
يوجد / ع #رى بحيث +=( 500 ومنه ا 
و 0 (a‏ € لكوت قوت لوقو تالكر ار 
وهذا يبين لنا أن (* 6 E‏ ©) مما سبق نجد أن )=( *). 
ب - بالاعتماد على المبرهنة )۷-١-۳(‏ وحسب )١(‏ نجد 3 


n‏ )£ )ع8 
ofa )= E‏ = (0)4۴. 


ت - لنفرض أن (47) - (”6) وحسب (؟) نجدا 


1 .= (4 ( = 0)4 (= 


gced(n,r) 








n 
gcd(7,8) 
(ميه)لمع . لنفرض أن (ى,)لمع = (7,)لعع عندئذ.‎ = gcd), 8( وهذا يبين لنا أن‎ 


صب () فلن (م)- (متمسم) (2۵ب) =( , 
4 > لتكن © زمرة و G‏ > 6,5 . لنفرض أن 3= (0)2 و 2= (0)5 وأن اه = 502. 

٠06 زمرة جزتية في‎ D, A ab E أ-‎ 

نه كد | 

عمد زوك ود * o‏ 


الحسسل. 
أ- بما أن المجموعة 7 منتهية يكفي لإثبات أنها زمرة جزئية من © أن نبرهن 


أنها مغلقة بالنسبة إلى العملية المعرفة على ©» وهذا محقق من خلال الجدول الثالي: 


D, = {a'b’: 





TT aD 
TEBE 
2l la «| ela 

SERE 





ب - بما أن ,2 زمرة وأن © ع طره نجد أن ,2 > (ط,). الاحتواء المعاكس. 


واضح. مما سبق نجد أن (ط,ه) = ,2 
ت - ينتج وبشكل مباشر من المبرهنة :)١5-1-9(‏ , 

















تمارين (۲) 

-١‏ أوجد مرتبة كل من الزمر التالية: - U10) «U(12) «U(20)‏ و2 
؟- أوجد مرتبة كل عنصر من عناصر الزمر الواردة ذ 0 
۳- أثبت أن (5) = (3) = (704] وأن (9) = (7) = (3) = 2 . 
- أوجد جميع عناصر الزمرة الجزئية (20) في ر7 : 
-٥‏ أثبت يت کن أجل أي عند مدع مرجب و و 
5+ أثبت أنه أيا كان (20) 0 ع £ فإن ( #(k‏ (17)20.. : 
۷“ لتكن © زمرة و © » ۾. أثبت أن (-0)6 = (0)4. 
Ss ~۸‏ أوجد مراتب العناصر التالية في 6: 

a , 3‏ 6 تنو 

.aُ 0 0 - 

. a, - 


4- أثبت أن الزمرة (1/)15 تحوي 6 زمر جزئية دوارة. أوجد هذه الزمر. 


وآ في الزمرة(1)40 أوجد زمرة جزئية دوارة مرتبتها 4 وأخبرى ليست 


دوارة مرتبتها 4 أيضاً ثم أوجد المراقات اليسارية لهذه الزمر. 
1۱- أوجد جميع المولدات للزمر 2ء و 
-١١‏ أوجد عناصر الزمر الجزئية (20)ء (10) في م7 . 
-١‏ أوجد عناصر الزمر الجزئية (3)» (7) في (17)20. 


E لتكن (ه) = © زمرة دوارة بحيث 24 = (0)6. ادج جنيع مولدات‎ - ٤ 


الجزئية التي مرتبتها 8. 
0~ لتكن 6 زمرة تبديلية ولتكن 
.H = aeG; ;0(a) divides 12 }‏ 


أثبت أن 8 زمرة جزئية من 6 . 


1۲٦ 





.)k(= (nnn) م ہت أن‎ = Tin, 7) لیکن 7 € ۸,۸ وأن‎ -٦ 
أثبت أن الزمرة (”2) 0 حيث 3 < ” ليست دوارة.‎ -7 

- لتكن © زمرة و G‏ ع 6,5 .أثبت أن (50)ه = (ab)‏ . 

ا RS‏ . إذا كان ( 7)6 > 5ه أنبت أن »5 = طه. 


¥ 











الفتصل الرابسع: 


زمسر التباديسل 


في هذا الفصل سوف ندرس زمرة التوابع ( التطبيقات ) المتباينة والغامرة من 
المجموعة 4 إلى 4 (للمجموعة 4) التي تسمى زمرة التباديل. في بداية ومنتصف 
القرن لتاسع عشر كانت زمرة التباديل هي الزمرة الوحيدة التي بحثها الرياضيون» 
وفي حوالي عام ١186٠‏ تم إدخال المفهوم EDE a‏ 
ربع قرن قبل أن تترسخ الفكرة. ۰ 


ميرة ال 

ْ ۰ EE 

التبديل للمجموعة 4 هو تطبيق من 4 إلى 4 متباين وغامر. 
ينتج من التعريف مباشرة التمهيدية التالية: ٠‏ 


تمهيدية ؛ وى 
ا قافن وة 4 تشكل زمرة بالنسبة إلى عملية تركيب التطبيقات. 
البرهان. 
واچ 


بالرغم من ا أن زمرة التباديل لأية مجموعة غير خالية 4 موجودة فإننا سوف نركز 
اهتمامنا على الحالة التي تكون فيها المجموعة 4 منتهية. أكثر من ذلك؛ سوف نعتير 
المجموعة 4 دائماً من الشكل ٠ ٠٠,:1(‏ وذلك من أجل أي عدد صحيح موجب 7. 
وعلى عكس علم التفاضل والتكامل حيث إن معظم التوابع تعرف على مجموعات غير 
منتهية وتعطى بصيغ؛ فإن التباديل لمجموعة منتهية في الجبر تعطى عادة بكتابة 
صريحة لكل عنصر من عناصر المنطلق وقيم تابعه المقابلة. 


1۹ 








مشسال. 
إن التبديل © للمجموعة (1,2,3,4) معرف على الشكل: 
a(2)=3, a3)=1, a4)=4‏ .,2-()ه 
هناك طريقة أفضل للتعبير عن التبديل © وهي: 
4 3 2 1 
e‏ 
في هذه الخالة القيم ()2 تقع مباشرة تحت القيم 'روذلك أياً كان (1,2,3,4) © آ . 
بشكل مشابهء التبديل 6 للمجموعة (1,2,3,4,5,6) المعطى بالشكل: 
4 = )6(6 ,2 = )8(5 ,6 = )4( ,1= )88 ,3= )8(2 ,5= 80 ` 
يمكن التعبير عنه بالشكل: ٤‏ : 


1 2 3 4 5 6 0 
TS 2 


إن تركيب التباديل يتم إيجاده من اليمين إلى اليسار بأن نتحرك من أعلى إلى أسفل شم 
من كيديق ق فى لفل عنا في ا ٍ 
كمال 

لنأخذ التبديلين ى ,نر المعرفين بالشكل: 


5 4 3 2 11 ` 5 4 23 1 
= = 
1 5 3 4 2 31 54:12 
ولنعين التبديل ىه مر فنجد أن: 


24 )7(2 = (()م)رز = croc‏ 2 - 7(4 = ((6)2)رز- (56)2 ١7‏ . 
بالطريقة نفسها يتعين لدينا التبديل 206 ويكون: ٠‏ 


E ET I 
oO = 5 1 
ف‎ 54-1 NE EET EE 


لنورد الآن بعض الأمثلة: 





أمثلة ٤-١-؟.‏ 

.١‏ الزمرة التناظرية ,5.. لنفرض أن رك مجموعة كل التوابع المتباينة 
للمجموعة (1,2,3). إن المجموعة ,5 مع عملية تركيب التطبيقات تشكل زمرة 
مرتبتها 6. وعناصر هذه الزمرة هي: 


E E. ور‎ 

: ج 8 - ها و - 

SEE 20 0 

0 A EY 

EI GT E o 
نلاحظ أن 7ے = 8ء رہ -ىء رہ 2ه دير. كما أن‎ 


3 2 1 
O = {Ao‏ 
TO‏ 
وهذا يبين لنا أن الزمرة التناظرية 3 ليست تبديلية. , 
؟. الزمرة التناظرية ,؟. 
لتكن )1,2,3..٠-,(‏ = 7 .. وعناصرها من الشكل: 


1 2 3 H1 
26 2 لقان‎ Oe 00 

لنوجد مرتبة الزمرة ,8 . يوجد لدينا 7 خيار لتعيين (2)1. عندما يتعين (2)01© يبقسى 
لدينا (1-) إمكائية لتعيين (2)©. وبمعرفة (2)2 تبقسى لدينا(2 -7) إمكانية 
لمعرفة (2)3 وهكذاء بالمتابعة على هذا المنوال ننرى أن الزمرة,5ى تحوي 
E EE rl‏ وا كما أن الزمرة ,؟ ا ليست تبديلية: 
وذلك كما وجدنا في المثال )١(‏ أن الزمرة رك ليست تبديلية. 
كذلك الزمرة ,5 ليست تبديلية لأنه لو أخذنا 


1 2 3 4 12 3 4 
f هر‎ 8 , 8= 
4 3 1 2 1 3 2 4 


۳۹ 


فان 





0 i 


1 413242 
تناظر المربسع. 

لنفرض أن (1,2,3,4) = ,2.. سوف نربط كل حركة في ,2 بتبديل مواقع كل من 
رؤوس المربع الأربعة. لنحدد مواقع الرؤوس الأربعة ولنعتبر هذه المواقع هي المواقع 
البدائية ۱ قبل الحركة). بعد الدوران (مغ عقارب الساعة) *90. 


=| 


4 3 2 1|_ 
5 4 3 2 1 
ا 4 0 العنصرين #,م يولدان زمرة التباديل 


للمجموعة ٠2,‏ , 
الترميز الذوري. 

يوجد ترميز آخر يستخدم لأجل تباديل محددة يسمى الترميز الدوري وقد عرفه 
لأول مرة الرياضي الفرنسي كوشي عام .18١5‏ لنورد بعض الأمثلة على هذا 


الترميز. 
فثال: 
لنأخذ التبديل 
6 5 4 2-3 1 
َ 2 6 1 3 ;=2 


بالاعتماد على الترميز الدوري يمكن أن نكتب6ر على الشكل (4,6()3,1.5,2) = 6 أو 
. على الشكل (2,3,1,5()6,4) ۰ ۾ ش 
تعريف. ٠‏ 

كل عبارة من الشكل ( بيت ٠٠١,‏ ود ,ر و رئه) تسمى دوراً طوله 7# أو -دور. 
ضرب الأدوار. 1 ش 

نعرف ضرب الأدوار بأن نضع في ذهننا أن الدور هو تبديل يثبت كل عنصر غير 
ظاهر في الدور. نوضح ذلك من خلال المثال التالي: 1 

۳۲ 





من 
6 5 4 3 2 1 


الدوز (4,6) فى ,ى . التتبد e E ES‏ 
ور ( ) فيم يعبر عن م | 2 7 2 !| بيه قطريفة بسكن أن 


. لنضرب الأنوان واج فضا مديك: E‏ سمس 


0 
في ,5 لنأخذ التبديلين 
(1,3()2,7()4,5,)6(08) = و )2,3,7(6,4,8)6,( =8 . 

بالا مكان إهمال الفواضل بين العناصرء أي بالمكان التعبير عن 6ر,© بالشكل 

(13()27()456()8) = ¢ و (0237()648()5 = / 
إن جداء التبديلين 6ه هو ) 

(13()27()456()8(0237()648()5) = تر ونه ْ 
ولكن من المرغوب به التعبير عن هذا التبديل بشكل أدوار منفصلةء أي أدوار مختلفة 
لا تحوي أغدااً مشتركة مع الأخذ بالحسبان أن تزكيب للتوايع من اليمين إلى اليمستار 
وأن كل دور لا يحوي رمزاً ما فإنه يثبت يثبت ذلك الرمز. وهنا نبداً مثلاً بالعدد1 نبدأ من 
اليمين: نلاحظ إن( مه 00 تثبت1» وأن ( 1237) ترسل1 إلى 2» كما 
أن (8) نشت 2ء وأن (456) تثبت رن (27) ترسل2 إلى 7: وأن (13) 
تثبت 7» وبالتالي لعحاراء و او تيد كزيل ا ينذا 
من 7 فنجذ دور بعد آخر من اليمبين إلى اليسار 
3ج 1ج 1ج 1ج 1ج 7 بج 7 جه 7. ومنه (173.00) = 50بم. وهكذا في النهايسة 
نجد (1732()48()56) = / ١2:5‏ م 
مثال. ۰ 

في ,8 لنأخذ التبديلين 
DETTE 1 23 4 5‏ 
0 1 ا 5 را 


فنجد أن (12()3()45) = و (153()24) =۶ . وبالتالي فإن 











(140)253) = (12()3()45()153()24) = 8 + . 
ملاحظات. 1 | 

- في الترميز الدوري معظم الرياضيون لا يكتبون الأدوار التي لها مدخل واحسد 
فقط. وفي هذه الحالة يمكن أن نفهم أن كل عنصر غير مكتوب يطبق على نفسه. . فمثلاً 
التبديل (12()3()45) = ع يمكن كتابته على الشكل (12()45) = ب . وكذلك التبديل 

1 23 4 5 
٤ ر‎ E 

يكتب على الشكل (134) = 8 . 
- التبديل الواحدي يتألف فقط من أدوار كل منها ذو مدخل واحد ولهذا لا يمكن أن 
نحذف كل هذه الأدوار: وفي هذه الحالة يمكننا أن نكتب أي واحدة من هذه الأدوار. 


فمثلاً التبديل 
EET‏ 
5 4 3 2 211 


يمكن التعبير عنه على الشكل (5) -م أو (1) = ٠6‏ م 

لنورد الآن عددا من دا حول التباديل والأدوار. 
مبرهنة .8-1١-4‏ 

م ع E‏ أو جداء لأدوار منفصلة. 
البرهان: 

ليكن ‏ تبديلاً للمجموعة (....,1,2,3) = 4 . كي نكتب بے على شكل وا 
نختار عنصراً من 4 وليكن ,. لنضع 

a = .(4)ه‎ a; = @(@(a,)) = @* (a, ) 

وهكذا حتى نصل إلى (ے) "م = © وذلك من أجل عدد ما 72. إن العدد 7# موجود 
لأن المتتالية ۰ ١‏ 


.و( ب©) 0,0,2( ند( ,2,2(2 





منتهية وذلك لأن المجموعة 4 منتهية. وبالتالي يوجد ار بحيسث 
(a)‏ لم = ) ©) © . بفرض ثر > 7 E‏ فنجد أن (©) "بع = ,4 . نعبر عن 
هذه العلاقة بين ,ره .٠ ٠,‏ وك , و4 © بالشكل ۰۰۰( ,4 ,“٠٠و۵‏ ,ر۵ ,0) = 2 حيث النقاط 
الثلاث في النهاية تشير ”م لا نكون استنفدنا كل المجموعة 4 بهذه العملية. في 
هذه الحالة نختار غنصراً آخر ,8 من 4 غير ظاهر في الدور الأول و نتابع حتى نولد 
دوراً جديداً كما في السابق. أي نفرض (,2)5 = رط و (,22)6 = بق وهكذا حتى نصل 
إلى (,5) * » = إن من أجل عدد ما . إن الدور الجديد الذي حصننا عليه لن يحوي أي . 
عنصر مشئرك مع الدور الأول. لنفرض أنه يوجد عنصر مشترك بين الدورين 
السابقينء 'عندئذ يوجد ,ا بحيث (,ط) له = (ره) أنه ومنه (,م) 207 = ,رث وبالتنالي 
bı = a,‏ حيث بر > + >1. وهذا يناقض طريقة اختيار العنصر ,ط. نتابع هذه العملية 
حتى ننهي جميع عناصر 4. فنحصل بذلك على التبديل التالي: 
أ( "(C103‏ جل« "ووو و (Dy:‏ ,4 .** :و4 وو4 و ر2) = يع 

وبهذه الطريقة نرى أن كل تبديل يمكن أن يكتب كجداء لأدوار منفصلة. ر 

المبرهنة اتالية تعطينا واحدة من الخواص التي تتمتع بها الأدوار المنفصلة. 
مبرهنة 4-١-؛.‏ 

ليكن ( 4 ٠٠١.‏ ب ,و4 , |©) = ين و (,0, ٠٠»‏ وطميطر ,ة) = قر دورين لا يملكان 
عناصر مشتركة. - عنائذ: 02 - ١2/7‏ ` 
البرهان. 

من أجل عدم التخصيصء لنفرض أن © و / هما تبديلان للمجموعة 
و و ووو ور و4 و و و4 و (4] = S‏ 

حيث إن ,ه هي عناصر المجموعة 5 التي تبقى ثابتة من اليسار من خلال به و /. 
لنبرهن أن م = 9رج. أي لنبرهن أيآ كان 5 ع :د فإن () 2 = ()28. ليكن 
5 ×. نميز الحالات التالية: 1 
- الحالة الأولى: (,4.:»٠..,6,ك,,»)‏ © *. لنفرض أن ,© -+ء عندئذ 








ويه = a(6(a; )) = a(a,)‏ = ( ,م )(ترد) 
وذلك 5-5 يثبت كل العناصر ,» حيث ك7 >1. (إن ر,,» يمثل,ه في الحالة 
ب = ). كذلك 1 1 
(a(a,)) = e di,‏ = (,62()4) أي أن 82 = 8ے . 
- الحالة 0 (ر x € {bbb‏ تعالج بطريقة الحالة الأولى نفسها. 
- الحالة الثالثة: (يم,١٠٠,وهءورء,‏ ره ٤‏ × ويما أن كلا من و 7 قان العدا عمق 2 


نجد أن 
a() = x‏ = ))8( = )(2,ه) وأن × = () - (6@)(x) = 2e)‏ 
وبهذا الشكل يتم المطلوب. , 
ميزة أخرى.من ميزات الترميز الدوري توضحه المبرهنة التالية: 
ميرهنة ٤-١-ه.‏ 
مرتبة ا ر أنوار منقصلة هسي الاعف 
.المشترك الأصغر لأطوال الأدوار. 


١‏ لیکن ( 4,٠٠»,‏ يهى,ه) 0 طوله 71. FERS‏ عندثة:: 

( سي و** ”وج ور وبر ٠",‏ ”و يب (ak‏ = “(ي,4 :و4 وو4 ورك) . 
وهذا يبين لنا أن الدور الذي طوله 7 مرتبته تساوي #. ليكن 6 و© دورين منفصلين. 
طول كل منهما على الترتيب ۸,» وليكن / المضاعف المشترك الأصغر للعددين 
وار لفان كل من الوك و I A‏ ويفا أن كلذ بق قر ونم ماطيان 
لأنهما لا يحويان عناصر مشتركة فإن م = “م “,م = “(6,)» وهذا يبين لنا أن مرتبة 


الغنصر #ه تقسم #. لنفرض أن مرتبة العنصر ره تساوي ٤‏ عندئذ. 


د 1 أن 8 وه لا يملكان غناصر مشتركة 
فإن الشيء ذاته محقق لأجل 8 و .ا ي أن ن كلاً من “6 و /ه لا يملكان رموزاً 
مشتركةء وذلك لأن رفع الدور إلى روطن ونيا و جديدة. اذا كان ' 8 و 6ه 


1١15 





'متشداؤيين ولیس بينهما رموز مشتركة فإن م م = 'ے لأن كل عنصر من “2 يثبت 


. من خلال 67 والعكس أيضا صحيح. . مما سبق نجد أن كلا من 7# و 7 يقسمان ٤‏ 


وهذا بين لنا أن .هو المضاعف المشترك الأصغر للعددين و م ويقسم ٤‏ أيضا. 
أي أن 1= ۰£ م 
تعريف. 
. كل تبديل من الشكل (طه) يسني 2- ورا 
مبرهنة .5-١-4‏ 
كل تبديل من ىم حيث 1 < ۸ هو جداء مؤلف 0 = دور. 
البرهان:: 
نلاحظ أن التبديل المطابق يمكن التعبير عنه بالشكل (12()12)ء وبالتالي فإن التبديل 
المطابق هو جداء مؤلف من 2- دور. وبالاعتماد على المبرهنة )۴-۱-٤(‏ نجد أن 
کل تبديل يكتب على شكل جداء لأدوار منفصلة 
آ "بع وم وو بوك ورك )+ (٠:‏ قر" “و وف موقأ ور( ,"° ٠ (G12,‏ 
وكقذ ا الجداء يسناووية 2 0 3 
(بعبع) (e,2, (e, ( ٠٠»‏ يظرة) ٠٠١‏ (برظرة) (رقر)( يهره) (٠٠١‏ بيهر)( يكر6) o ٠‏ 
ف خلال المثال التالي سوف نوضح كيفية كتابة كل دور كجداء مؤلف من 2-دور. 
مكنال 7 
)15)(14)(13)(12( = )12345( 
(54()53()25(05) = )12345( 
(21()25()24()23) = )12345( 
(54()52()21(023(03) = )12345( 
إن المثال السابق يوضح لنا أن تحليل أي تبديل إلى جداء مؤلف من 2- دور ليس 


وحيدا. 


05 


١ 




















تمهيدية .۷-١-4‏ 
إذا كان ٤= 6,6,8, ٠.6,‏ حيث م عبارة عن 2- دورء عندئذ فإن 7 عدد 
زوجي. ْ 
البرهان. 
واضح أن 1 ۶ وذلك لأن أي دور طوله 2 لن يكون تبديلاً مطابقاً. البرهان 
كورام باقر اء على ۴ ا كان 3 = :يتم المطلوب من أجل :22 انرشن أن 
التمهيدية صحيحة من أجل أي عددع ++ حيتث*/423. يمنا أن 9ن = (7) فين 
الجداء ,6 يمكن التعبير عنه بأحد الأشكال التالية: 00 
(ab)(ab) = £‏ 
(ab)(ac) = (bc)(ab)‏ . 
(ab)(cd) = (cd)(ab)‏ 
(ab)(bc) = (bc)(ac)‏ 
إذا تحققت الحالة الأولى عندئذ بإمكاننا حذف رم من الجداء الأصلي ويكون لدينا 
| لوقل وثل ,قر د م ` 
وحسب الفرض الاستقرائي يكون العدد 7-2 زوجياً. في الحالات السثلاث المتبقية 
سوف نستبدل ,6 في الطرف الأيسر بما يساويه في الطرف الأيمن لنحصل على 
جداء جديد مؤلف من 2- دور فيه ٣‏ حد ويساوي التبديل المطابق وفي هذه الحالة 
يصبح العدد الصحيح الأول © في 2 -دور الثاني من الجداء بدلا من الأول. نعيد الآن. 
الأحراة الاق من لجل ,72/2 للحضل: ش 
- إما على جداء مؤلف من 2- دور فيه 2-, حد يساوي .التطبيق 2 
الفرض الاستقرائي يكون العدد 2 -” زوجياً. 
- أو على جداء جديد مؤلف من 2- دور فيه ٣‏ حد لأجله يكون العدد الصحيح © في 


ال2- دور الثالث. بمتابعة العملية السابقة عدداً منتهياً من المرات نصل إلى الجداء . 


,كر. إن 6_6 هو بالتأكيد التبديل المطابقء لأنه اذا لم يكن ,2,18 التبديل 





المطابق فإننا نحصل على جداء مؤلف من 2-أدوار يحوي ١‏ حدأ فيه العدد الصحيح ۾ 
يقع في 2-دور الأخير وتبديل كهذا لن يثبت بتبت العدد ۾ وهذا يناقض الفرض. مما سبق 
نجد أن ,6 هو التبديل فغ كا خف رضن ار أت نارهو 
عدد زوجي. , 
مبرهنة .6-١-4‏ 
إذا أمكن كتابة التبديل بم كجداء لعدد زوجي 00-0 عندئذ كل تركيب للتبديل ج 
في جداء من 2 -دور يجب أن يتألف من عدد زوجي. أي أنه إذا كان 
٠7‏ رقا C= a‏ و ق. ٠٠١‏ ول ول رز - بع 
حيث ر كل منهما عبارة عن 2 -دور» / >1 15 و5 > ترك 1. فإن ” وى كلاهبا 
زوجي أو كلاهما فردي ش 
البوكسان. 
لنفرض أن 
a= Fa PBs a= ayy,‏ 
حيث كل من ,4 و ,ر عبارة عن 2 -دور. عندئذ: 
PB,‏ وق وق رق حت Maa,‏ 
ت : 
ا ار و ور ر حت جع 
0 0 
٠ ENN YP, Ba“.‏ 
وحسب التمهيدية -١-4(‏ ۷) فإن العدد + ى هو عدد زوجي. ومنه ۲و 5 كلاهما 
فردي أو كلاهما زوجي. , ش 
تعريسف. ظ 
نسمي كل تبديل يمكن كتابته كجداء لعدد زوجي من 2 دور تبديلاً زوجياً. ونسمي 


كل تبديل يمكن كتابته كجداء لعدد فردي من 2 -دور تبديلاً فردياً. 


























بالاعتماد على المبرهنتين )8-1١- ٤(و )1-١-54(‏ نجد أن كل تبديل إما أن يكون 
زوجياً أو يكون فردياً ففط. ولا يمكن أن يكون زوجياً وفردياً في أن واحد. انطلاقا من 
هذه الدقيقية مضل على امبر هة للتالية: 
مبرهنة .1-١-4‏ 

مجموعة التباديل الزوجية في الزمرة ,5. تشكل زمرة جزئية من ,5. 
البرهسان. ٠‏ 

نتركه تمرينا للقارئ: , 
بعض التطبيقات على زمرة التباديسل. 

لتكن © زمرة التباديل للمجمؤعة ك,. وليكن 5 > 7. نسمي المجموعة 

دهم 6ع :ها Stag)‏ 

مثبت النقطة + في ©. ش 
تمهيدية .٠١-١-٤‏ 

لتكن © زمرة التباديل للمجموعة ك. إن المجموعة () o‏ 
وذلك أي كان 5 > . 
البرهسان. 

نتركه تمريناً للقارئ. , 
تعريف. 

. لتكن © زمرة التباديل للمجموعة 5. وليكن 5 ع 5.. نسمي المجموعة 

orbg(s) = {p(s): peG} 

مدار النقطة ء بالنسبة إلى الزمرة ©. واضح من التعريف أن (ى) ط۲٥‏ هو مجموعة 
جزئية في ى وذلك ؟ ع ء۷ . ش ٠‏ 

أنورد المثال التالي بناءً على التعاريف السابقة. 





مثال. 
لنأخذ زمرة التباديل التالية: 
G = {(1),(132)(465)(78), (132)(465), (123)(456), (123)(458)(78), (78)}‏ 


عندئذ: 


orbç (1) = {1,3,2} Sfabg (1) = {(1),(78)} 

orba (2) = {2,1,3} Stabg(2) = {(),(78)} 

orbg (4) = {4,6,5} Stabg (4) = {(1)}, (78)} 

orbg (7) = {7,8} Stabg (7) = {(1),(123)(465),(123)(456)} 


لو أمعنا النظر في المثال السابق لوجدنا أن مرتبة الزمرة © تساوي إلى جداء مدار 
أي نقطة بمثبتها. لنورد تعميما لهذه الحقيقة من خلال المبرهنة التالية: 
مبرهنة .1١-١-4‏ 

لتكن © زمرة التباديل لمجموعة ما 'ك. عندئذ 5 » ۷ فإن 

)© :1( = Card orbtg(i).(Stab,g (i) :1( 

البرهان. 

حسب مبرهنة لاغرانج وبما أن (©)ى Stab.‏ زفوه عزنو أي وذلك أياً كان ies‏ 
فإن ش 

(G:D 
(Stabe (i) :1) 

مايق عدد المرافقات اليسارية للزمرة الجزئية (7) , Sak.‏ في 0 e‏ لإئبات 
المبرهنة أن يتحقق ()ن Stab )2(( = Card orb.‏ : 6) . وهذا يتحقق إذا وجد تقابل 


(G : Stab, )2(( = 


بين مجموعة المرافقات الا للزمرة ()ى 58 والمجموعة ()65. لنفرض 
أن ,14 هي مجموعة المرافقات اليسارية للزمسرة (1) مطه/5 في 6 . ولنتعهرف 
العلاقة () ى بن ج ,311 : 7 بالشكل التالي: نا كان p.Stabg (Î € M,‏ 
فإن )م = ((7) ط5۲4 م)7 فنجد أن العلاقة 7 معرفة جيداً (تطبيق) لأنه أياً كان : 

J Stabe (0, p.Stabg (i) € M, 


1٤١ 




















بحيث ()ى5ه51.م = ()5/640/ فإنه حسب المبرهفة(1-7-7) نجد 
Stab )3(‏ € ()م f" ٥‏ ومنه ¡ = ()م ه۲ وبالتالي (7)/ = ()م. أي أن 

T(p.Stabg ()) = T(f .Stabg )((‏ 
بطريقة مشابهة نبرهن على أن التطبيق 7 متباين. كذلك فإن 7 غامر لأنه أيا 
كانت () ط٣٥‏ > ز يوجد 6 e‏ بحيث ز = ()ه وبالتالي ,1 > ()ج3/05.ه وهكذا 
فإن ز = (ه = (() 7)8„ 


4 -5؟. زمسرة القيساس. 


١‏ - القيساس على مستقيم. 
لنفرض أن 9# مجموعة الأعداد الحقيقية و برك زمرة التباديل للمجموعة 91. ليكن 
3 > 2,5» نعلم أن القيمة المطلقة |5 - م| تمثل البعد ( المسافة ) بين النقطتين 5,©. 
سوف نرمز للمسافة بين النقطتين 4,5 بالرمز (4)5,5. ٠‏ 
EE:‏ لال 
لتكن بوك زمرة التباديل للمجموعة 91 ولنأخذ المجموعة 
Vx,y e}‏ :(()ه,()ه)0 -  4(‏ زي3ء ص :م) - (1061 
إن المجموعة (7)91 تشكل زمرة جزئية من الزمرة بوكد. 
البرهسان. ْ 
إن المجموعة (7)91 غير خالية» لأن التطبيق المطابق ,1 على المجموعة91 هو 
عنصر من ,وى ويحقق أيأ كان 91 © 4,7 فإن 
d(Iy (a), Iş (0)) = d(a,b)‏ 
أي أن 292 © 1 . 
ليكن (7)91 ٤‏ > ولنبرهن على أن (7)91 ٤‏ 27. بما أن (5)91 > > ولكون ,وى زمرة 
فان پک e٤‏ 2-2 كما أن ٦‏ يحقق 
(,ه)ه = (((5) 7م ,((ه) "م )ماه = ((ط) لك ,(ه) d(c"‏ 
وذلك أيأ كان 91 ء 5,دء أي أن (91)[ ع ٠"‏ . ش 
£۲ 








ليكن (7)97 e,٣ e‏ عندتذ (7083 ع 27 وأن 
ظ = d(o(7"(a)),0(7"()))‏ = ((5) 21 مى,(ه) 23 d(c‏ 
r '(b)) = 2)©,5(‏ ,(م) )0 = 
وذلك أيأ كان ۶ ع 6ء أي أن (9)[ ع .>٠7"‏ مما سبق نجد أن (#)7 زمسرة 
جزئية من الزمرة بوك٠‏ م ش 
نسمي الزمرة (7)91 زمرة القياس على 91. 
لندرس الآن واحدة من الحالات التي يتساوى فيها أي عنصرين من (7)91 وذلك من 
خلال التمهيدية التالية: ش 
تمهيدية 00 
لیکن (8)] € ۰0,7 إذا وجد 98 8,ه بحيث ط © وأن 
r(a),c(b) = r(b)‏ = )0(4 
عندئذ 7 = 6 : 
البرهسان. 
لیکن 97 ج © عندئذ 
ْ (م)> - )م |- d(o(c),0(a))‏ = (ه,ه)4 
d(z(c), 7(a)) = |z(c) - )(‏ = (4)6,4 
ومنه |(©)2 |a(e)- o(a)| = [z(e)-‏ أي أن ش 
))2( - )ع = o(@)‏ - (0)ت . 
ولنفرض أن (©)2 غ2 (©)6. [ 
إذا كان ((۵) 7 -(2)60)+ = (م)ى -(6)ى عندئذ بما أن (0) = (0)6 وان 
(0)> -(0)+ = (م)س - (6)ى نجد أن ْ 00 
(a) = o(a)- »)0( - 0‏ - (4)ه = o(e)- (e)‏ 


أي أن (6) = (ء)» وهذا مرفوض فرضا. ومنه فإن 


15 














o(c)~ ع )ء)- = (م)ه‎ - r(a)) 
وبالتالي ْ ش‎ 
o(c) + r(c) = (مأه‎ + r(a) = o(a) + (واى‎ = 5 
ومنه فإن (20)0 = (2)۵ أي أن‎ 2)6(+ (e) = 26)5( بشكل مشابه نجد أن:‎ 
وبما أن ی متباین فإن ط =ه وهذا غير ممكن. ل أن‎ o(a) = 6)6( 
0)ه وذلك أيا کان 94 ع © آي أن 7 = ۰0 م‎ = 2)0( 
٠ ك الاش فن السلوي:‎ 
لرن للمستوي 9491 بالرمز 9 ×9 = £ ولتكن‎ 
A= : ) و( بر[ وو‎ 8 = (xg: yg) € E 
نعرف المسافة بين النقطتين 8 ,4 في المستوي 2 بالشكل.‎ 
e - ا ويد - + و‎ 
. 4)4, 8( والتي سوف نرمز لها‎ 
لنفرض أن 5 هي زمرة التباديل المجموعة £ . ولندرس التمهيدية التالية:‎ 
تمهيدية 4-؟-",‎ 
لتكن وى زمرة التباديل للمجموعة £ ولنأخذ المجموعة‎ 
12-128 Sz; d4,B)=d(o(4),c(B); VA,BeE} 
5 إن المجموعة (7)8 تشكل زمرة جزئية من الزمرة‎ 


٠‏ البرهسان. 


إن المجموعة (7)7 غير خاليةء لأن التطبيق المطابق ج7. على المجموعة 2 هو 
عنصر من الزمرةر؟ ويحقق )4,8( = ((4)1;)4(,1,)8 وذلك أياً 


كان £ ۽ 4,8 . أي أن (1)2 » ج1. ليكن (1)1 © 7 ولنبرهن على أن (7)5 ع "7. 


يما أن ,$ € 7 ولكون :5 زط نزم 2 or‏ بالإضافة لذلك فإن 
(B)) = 4)2)2 7 )4((,7)2- )8((( = d(4, B)‏ ,)4( ك4 
وذلك یا كان e E‏ 8 ,۸4ء أي أن (7)17 ع -2. لیکن (:7)1 © 0,2 عندئذ 


١6 








‘d(oor "(4,07 '(B)) = d(o(7"(4)),0(7 1 )((( =‏ 
=d(FAF(B)=d(4,8)‏ .` 
وذلك أي كان اج 4;8 . أي أن (7)8 ع 27 0ى. مما سبق نجد أن (8)[ زمرة 
جزئية من الزمرة 5 
تعريسف. 
نسمي الزمرة(7)8 زمرة القياس على 8 × $ = . 
هدفنا الآن هو دراسة إحدى الحالاث التي يتساوى فيها أي عنصرين من (1)8 
لأجل ذلك لابد لنا من التمهيدية التالية: ش 
تمهيدية a.‏ 
لمعه و £ e‏ 8,6 ,4 ثلائة نقاط ليست على استقامة واحدة. E‏ 
o(4) = 4',0(B) = B' ,0(C) - 0"‏ 
عندئذ المثلثان ‏ 48€ و '"'8'ل متشابهان. 
البرهان.. 
بما أن ١ ٠‏ 0 
d(4'; B')= d(o(4),0(B)) = d(4, B8)‏ 
d(4',C') = d(o(4),0(C)) = d(A4,C)‏ 
d(B',C')= d(o(B),0(C)) = d(B,C)‏ 
نجد أن أضلاع المثلثين 480 و 4'8'٥'‏ متساوية وبالتالي فإن المثلثشين السابقين 


متشابهان. 5 


تمهيديسة ادو 
لیکن E FE,‏ #نقاط CC‏ )للست علق البتجامة واعدة نطق 0 
o(4)= r(4),0(B) = r(B),o(C) = 7(C)‏ ` 


عندتئذ 7 = ی . 


برها 


fo 




















(4A, D)=a, d(B,D)=b, d(C,D)=c 
وأن‎ 
o(4) = r(4) = A4',o(B) = r(B) = 8', T(C)= r(C)=C' 
عندئذ بکون لدينا‎ 
d(4',0(D)) = d(o(4),0(D)) = a= d(4',r(4)) 
d(B',0(D)) = d(0(B),0(D)) = b = d(B',r(B)) 
d(C's0(D)) = d(o(C),0(D)) = e = d(C',r(C)) 
٣-٤ ( وهندسيا هذا يتحقق فقط عندما (7)2 = (2)ى وذلك بالاعتماد على التمهيدية‎ 
3 
المبرهنة التالية تصف لنا طبيعة عناصر الزمرة(£)1.‎ . 
.5-9-4 مبرهنة‎ 
كل قياس في المستوي الإقليدي يمكن. التعبير عنه كجداء حكن ودوران‎ 
وانسحاب.‎ 
البرهسان.‎ 
ليكن (:1) 4ع 9 . . ولتكن (0,1) = © ,(1,0) = 8 ,(0,0) = 4 ثلاث قاطا في اللوي‎ 
: ليست. علي إستقامة واحدة.‎ E 
ولنأخذ الانسحاب ر_ رح (انظر التمرين المحلول ؟)‎ 0(4) = (a, لنفرض ان(‎ - 
. فنجد أن‎ 
Ta, ° O(A)= ب = )0 م‎ (4,0) = (a — a,b -5( = (0,0) 
.وهذا يبين لنا أن 4 = (0)4 ° . ا‎ 
لنفرض أن (8) 06 ° و,ه-2 = 8 فنجد أن‎ - 
d(4,B)= d(z.,_, oo(B), 7-a,» ° 0(4)) = d(0(B),0(4)) = d(4, B) = 


1= ر - ونر) + ( ×“ و×) = 


وهذا يبين لنا أن طول القطعة المستقيمة 48 يساوي 1.بفرض أن القطعة المستقيمة 


48 تصنع زاوية © مع المحور عره فنجد أن (© منذة,© 605) > ,8 


١5 





لنأخذ ي مم (انظر التمرين المحلول )٤‏ فنجد ۰ 
= )© طأة,© ومه) هم -(8)و_م 
sin © cos(-0)).=‏ + (©-)2زو © sin © sin(~-O), cos‏ - (©-)وم © 9( 


(cos? © + sin 80,0) = (1,0) = 8‏ = 
مما سبق نجد أن 8 = (,8) ٥7_,,‏ و_م. آي أن 8 = (0)8 ٥‏ .م 2ه وم . بالإضافة 
لذلك فإن 4 = (4) مم ومنه . ظ 
(0)4 ° ,°7 0_9 = (((6)4) ,)وم = (م)اوم =4 
- لنفرض أن (6)0ه ,> ه وم = "0 فنجد أن 
d(C, 4) =1‏ = )0(4 هرمع ° وم 0(C),‏ 5 ,°7 وم)ق = )4 d(C',‏ 
*0(B))) = d(C, B)= 2‏ ,° وم eo(C),‏ مم ° 4C, 8) = d20‏ 
وبفرض أن ( یر م×) = “© نجد أن | 
1= *(ريز- + ره - e‏ 

أي كاك او سمه بريه رار ار E‏ 
وذ تبره 1 م و منه قن 1= تينززة مء وبالقاتي ااك وو أو 
gm‏ أ أن إن CED CTO‏ 
- لنفرض أن بر هو الانعكاس المطابق إذا كانت © = '© ومنه © = ('6)// . 
- وأن مر هو الانعكاس بالنسبة إلى المحور #ه إذا كانت (1-;0) = "© (انظر التمرين 
المحلول ۳) فنجد أن © = (0,1) > (1-,0)ء = (0). وبالتالي يكون لدينا .. 

/1° هوم‎ 7-a; ° 0)4( = 4 

°0(B) = B‏ ,°7 وم هر 

0g °7_a-, °0(C)=C‏ هلم 
وحسب التمهيدية(4-؟5-5) نجد أن ث1 = ۹0 ر, .2 ٠‏ وم لم وبالتالي نجد 

بيع هوم هم = Ty‏ هؤام ه لبر دو 

وهذا يبين لنا أن أي قياس ى للمستوي £ هو عبارة عن انعكاس /ر ودوران وم 
والشسحاب 42 
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¥ 


























تمهيدية 4-؟-ل. 
ليكن 91*91 = # المستوي الإقليدي ولتكن 2 ح © مجموعة جزئية وغير خالية 
من المستوي . ولنأخذ المجموعة (1)17 ع (1)16 المعرفة بالشكل التالي: 
ce I(E)‏ أ 
o(s)eK‏ :1ع 195 > 1)16 »ع 6ه 
teK‏ :001" ش 


إن ()7 زمرة جزئية من الزمرة(1)5. 


لبرهان. 


()7. لیکن e‏ عندئذ 20 eu o‏ َك اك 000 


وأن )7 زمرة فإن (5)رع "ت وأنه . 
sek‏ 1 اوج VseK;‏ 
وبما أن oe I(K)‏ فلن (7)2ع ' ى . من جهة أخرىء ليكن e‏ (م)اتى عندكذ 


جاجع - (لم)ا'تى)ت ومنه فإن (7)8ع 2ى. لیکن (1)18ء 6.2 عندئذ 


e [)&(‏ '7. لنبرهن على أن (&)[ ع .٠٥7"‏ أيا كان ٭ € 5 فإن 2 ع ()'7 
وبالتالي فإن £ > ((ى) ٩)7‏ - (ى) ٨۰‏ . | 
لنفرض أن ع )جمس وبما أن )6(" o(7‏ - )2مس فإن eK‏ )27 
ولكون ٤[)&(‏ ' -ج فان × ع4. مما سبق وحسب تعريف المجموعة )7 نجد أن 
)7ع ' -ج هدس ومنه فإن المجموعة )7 زمرة جزئية من الزمرة (£)۰1 م 
مي الزمرة (7)5 المعرفة في التمهيدية ( 7-7-4 ) الزمرة التناظرية 
تمهيدية .۸-۲-٤‏ 


ليكن × مضلعا نونيا منتظما. عندئذ توجد دائرة وحيدة تمر يرؤوس هذا المضلع. 


نسمي مركز هذه الدائرة مركز المضلع £ . 


4A 





البرهان. 

نتركه تمريناً للقارئ. , 

بالاعتماد على التمهيدية (7-4-) وجدنا أن المجموعة 106 تال زمرة جزئية 
من الزمرة (7)7 وذلك أيا كانت المجموعة الجزتية 8 ح . سوف ندرس الآن 
الزمرة ()7 عندما تمثل المجموعة × مضلعاً منتظماً في المستوي £ وسوف نبداً 
بالتمهيدية الثالية: 
تمهيدية 4-؟-4., 
لیکن ۸ مضلعاً منتظما في المستوي ٤‏ مرکزہ 0. عندئذ ا oe I(K)‏ 
فإن 0= (0)0. 
اليرهسان. 

لیکن (1)8 ع2 عندئذ فإن ()2 هو مضلع نوني منتظم لأن 2 هو قياس على 
. ومنه أيا كان )1ع 6 فإن (&)» مضلع نوئي منتظم مطابق للمضلع × 
وحسب تعريف المجموعة (7)06 فإن £ > (©5)1. وبما أن هذا محقق أياكان 
)دعس وأن )رع e"‏ فإن £ غ ()1-» وبالتالي o)&(‏ > 2 . مما 5 


نجد أن £ = (&)ں وبما أن © هو مركز المضلع × فإن (0)© هو مركز المضلع 


(5)ج وذلك لأن ى قياس على £. وبسبب وحدانية الدائرة المارة برؤوس المضلع 
£ نجد أن =٥‏ (م)ه وذلك لان ۸ -5)10., ظ 

تمهيدية ,.١ ١-9-4‏ ش ا 

ليكن مط و قا م انون E‏ . عندئذ الصورة المباشرة لأي رأس 
من رؤوس لن € رفن لقان ته جو راس للنضلع .K‏ 

البرهسان. 

لنفرض أن مركز المضلع × هو 0 E ABE‏ 
أن 0= o(0)‏ وذلك حسب التمهيدية (4 کل -) وبفرض أن م هو نصف قطر 
الدائرة المارة برؤوس المضلع 5- نجد أن 


- في خمى ١+‏ 


























((شات ,4)0 = d(0, 4) = d(c(0),0(4))‏ = م 

وهذا يبين لنا أن (4 o)‏ هو رأس للمضلع £ = (5)1., 

تعريسف. ظ 
لتكن ۸ ع £ مجموعة غير خالية من المستوي الإقليسدي. نقول عن الزمرة 

التناظرية ()1 إنها 2 -زمرة إذا كان × مضلعاً منتظماً. 

إذا كان × مضلعاً نونياً منتظماً فإننا نرمز للزمرة (7)16 بالرمز ,2. 
هدفنا الآن هو دراسة مرتبة الزمرة ,2 وذلك من خلال المبرهنة التالية: 

ميرهنة 4-؟-١1١.‏ 
لیکن ع ے × مضلعاً نونياً منتظما. عندئذ 27 ت : .(D,‏ 

. البرهسان. 
لنفرض أن 2 مضلع نوني منتظم في المستوي 2 وأن ,“٠و4‏ :ر44 هي 


رؤوس المضلع. وليكن )7 ٤‏ © قياس للمجموعة £ . لنرمز للقياس ' ج بالرمز رم 


إذا كان ,4 = 0)4 حيث .7 > ر >1. فنجد أن ر۸4 = ٥)4(‏ = (,4) رت ومنه فإن 


0, 


1- )272 1 
لكايه وهذه الدورانات مختلفةء وذلك لأن × = ()ت مضلع منتظم 
11 : . 


لنفرض أن + هو الانعكاس بالنسبة إلى المستقيم المار بالرأس ,4 والمركز 0 
للمضلع 2 . فنجد أن ,4 = (,4)ج وأن 0-(2)0 وذلك حسب التمهيدية (1-5-4) 
لأن (5)/ ع . لنفرض أن ,4 = (,2)4 وبما أن النقاط ر4 ,4ر ثلاث نقاط من 
ا 7 ليست على استقامة واحدة نجد أن هذه النقاط كافية لتعيين الانعكاس 2 
ومنه فإن (ڄ)] € ٥°7٣‏ 


On 


07,0 ,7 0 وجميع هذه العناصر مختلفة 
لأنه إذا كان هرس ده بره فإن ش 

oT(A4,)‏ ره = or(4)‏ به 
وبالتالي فإن (,4) رت = (,4) رت أي أن ,4 = ,4 وهذا محقق فقط عندما ر = 


ومنه ,ت = ,ت . مما سبق نجد ان 
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(19)! © 2ه PTO, © 2,١,6‏ 2,0 © 6 وير0 ,١ر6‏ ربو 

وهذه.العناصر مختلفة مثنى مثنىء لأنه إذا كان ,ی -2ه بى عندئذ فإن 

(رشاره = زرك )2 ه ره = ( بك ) ره 
ومنه فإن ر4 = ,4 وبالتالي ر =ة أي أن ,© ٠>‏ ,ى وهذا يبين لنا أن+ - ,ى 
وهذا غير ممكن. مما سبق نجد أن الزمرة (1)1 > ,2 تحوي 27 عنصراً على ' 
الأقل. لنبرهن على أن الزمرة (7)6 - ,2 تحنوي :2 عنصرا عل اکن 
لیکن (&)[ > © ولكون > مضلع نوني منتظم فإنه توجد 7 إمكانية لأجل تعيين ' 
الرأين (6)/4. وذلك لأن (4)ء هو أحد السرؤوس ,ك.:٠٠.يك,‏ رك ركه للمضلع. 
لنفرض أنه تم تعيين الرأس (,4)ى عندئذ فإن الرأس (ي4)ى يتعين بطريقتين فقط 
إحدهما (,0)4 وتتعين بالشكل 

(يك d(4,‏ = ((يل)ه,(,4ل)4)6 
والإمكانية الأخرى للرأس (ر4)٠‏ هي (,4)ت حيث «...,3,4 = 1. وهذا يبين لنا أن 
الزمرة ,7 تحتوي على الأكثر 7 عنصر. مما سبق نجد أن 2 - (1: ,10)ء, 




















ان اول ) 


١‏ -ليكن ٤٩‏ م. إن التطبيق ٩‏ ج 9: رج المعرف بالشكل ۾ + × = (×) رت وذلك 
ا كان 91 > × هو قياس على 94 يسمى الانسحاب بمقدار © ويحقق ,_0 = ٠٥,‏ 
الحل. 

إن التطبيق ره متباين» لأنه أيا كان ٤9۲‏ ری بیت (ر) ر = )ره فإن 


»+ ر دع ++ وبالتالي بر-ع. كذلك يه غامرء لأنه إذا كان 98 » ند 


فإن 97 > ۾ - بد وبالتالي × = a‏ +( - ع) > (ي -2<) رى. مما سبق نجد أن التطبيق 
ره تقابل. لنبرهن على أن (نز,نة)4 = ((ز) مك ,(×) ,ى)4 . لدينا ٠‏ 
”)4 = إبر =| = | + بز) - (0 + :| ع = ((بز) يت ,(ت) رى)4 

ومنه فلن ړت فو كان 0 8 

لنبرهن على أن ے = أجى. بما أن ,> تقابل فإن ہہ موجود هو أيضا تقابل ويحقق 
27 اجمه روومنه أيا كان 91 ع فان × = (() اجى)رى = (م) رہ ه ہے وبالتالي 





o, 502 )30( - ابت = ))%( أي6) مت‎ (e) + a = x 
000 5 
VxeR; o )( = رج = مدير‎ )( 
Oy =O, أي أن‎ 
؟ - ليكن 291 ط,ه. إن التطبيق 912 ج 912: رر المعرف بالشكل‎ 
0,(x,y) = ) + a, +8( 
وذلك أي کک 6 ,) هو قياس على 912 يسمى الانسحاب بمقدار (6,5) في‎ 
المستوي 917 ويحقق و‎ 
الحسل.‎ 
لأنسه ينا كنان 942 € (ز,×) 0 ,) بحيث‎ e CG, , إن التطبيق‎ 
و‎ E (x, + 4,7, +6( (ر )وه فان‎ = Cap (%15) 


تبديل فإن زه موجود ود 





دعن 


. ح 4 + 36 . أي أن لل = لو = ¥+ ومنسه (إنز, ,)= (نزونة)‎ x + لل يد قعل بق وك‎ +h 
. روه -+) وبالثالي‎ -3( > ٩۶ كذلك ريه غامر لأنه إذا كان 9 » (ہر,) فإن‎ 
. (ط-برره- »)رت‎ - (xa +a,y-b+)= (yy) 
مما سبق نجد أن التطبيق ,ررك تقابل.‎ 
: إن‎ ١.2) لازن على أن (( ,نز ,:) ,(نزونة)) © = (( لاب رنة) 045 6 ,(0[,ة) ررم‎ 
d(0, (¥), e a 1 زر‎ = 4)), (, (7,7) = 
= 0) + a,y +b), (% +a, y, + 8(( = 
دوجت‎ (x, +a))’ + بر)‎ +5 - 0 +8((2 = 
= “ربز - بر + )ل‎ = de), لق‎ 
لنبرهن على أن وت = يه . بما أن ويه‎ . SS 
ومنه أيا کان 912 > (بز ,*<). فان‎ Cah °3, = 
O-a-h ° O43 (*, 11 o-4 (x + a, J +b) = (+a 0,8 + b—b) = (x, 
Cah =O, 0 وبالتالي فإن‎ Ca 7 8 أي أن‎ 
م« - ليكن 9ء ر. إن التطبيق لج 8: ره ا‎ 
(ز-ر) = (ز,نة) 6 وذلك أيآ كان 912 > (بز,) هو قياس على 917 يسمى الانعكاس‎ 
٠ ٠6-, = ©, بالنسبة للمحور :ده. ويحقق‎ 
إن التطبيق ,© متباين لأنه أيا كان 912 © ( إنز, :) .و( ,). بحيستث‎ 
ى = (برين) نه قان (إبرسر ندم = (برسرد) وبالتالي ,بزع بز,ودح د ومنة‎ 0x 
=(ر ). كذلك ,© غامر لأنه إذا كان 17ل © (ر ,) فان 912 € (مرسرند)‎ (x) 


وبالتالي (ررر) = ((ر)-) = (ہر-,) ر مما سبق نجد أن رى تبديل. لنبرهن على 


أن 5-8 اہ . لتكن e‏ ,) عندئذ 
(مز,ة) = ((ر-)- ,) = (لر- O ,(x,‏ - )ر و3) 6 5 ,0 ع co 38 J)‏ 


أي أن د = o;‏ وبالتالي فإن أرى = و 


هايم 4 























4 - التطبيق 942 ج 912: وم المعرف بالشكل 
)© ومع بر + © مثو ,© ysin‏ - © ومه :) = )¥( وم 
وذلك أياً كان 912 > (بد.:) هو قياس على 917 يسمى الدوران في المستوي 91 بزاوية 


sin 2 +] - zx, sin © + (y-y, )cos©0)]? =‏ ,بر (y=‏ = © ومع ( x,‏ -([ = 
(sin © + cos? ©) =:‏ بر - بر) + )© x, )* (cos? © + sin‏ —( = 
( )ر( d(7,‏ = ”ر - )+( - )ل = 
مما سبق نجد أن وم هو قياس على 9 . ۰ 
لنبرهن على أن وم = 'چم . لیکن *91 © (بز,:) عندئذ 
= )8 ومع بر + © ysin O,xsin‏ - © 5مع :ن) وم = (بز,ئة) وم ° 2-0 


۰2٩ = مقدارها © ويحقق وم‎ 
. الحسل‎ 
بحيث (,[:1*) و2 = (مز 2)2 عندئذ‎ (x, ¥), (1 7, ) eR لیکن‎ 
ومع ند‎ © - ysin © = x, ومع‎ © ¬ y, sin © 
= ((xcosO - ysin ©)cos(-O) - (xsin © + وم نر‎ O)sin(~O), 
(xcos © —ysin O) e + (xsin © + ycos O) 005)-9(( = = 
= (x(sin’ © + cos 2 y(sin” © + cos 2 ©(( = 600 


xsin@ + ومع بر‎ © = x, sin © + y, ومح‎ © 1 

بضرب المعادلة الأولى ب ©5 والثانية ب © هزه ثم نجمع فنجد 
x(cos” © + sin? O) = x, (cos © + sin? O)‏ 

ومنه :2 = ×. نضرب المعادلة الأولى ب © زه - والثانية ب © 605 وبالجمع نجد أن وهذا يبين لنا أن , = ومه نّم وبالتالي مم = م2 
ه - لندرس بشيء من التفصيل الزمرتين ,5 و ,5 ولكن قبل ذلك لنتعرف على تناظر 
الأشكال | الهنبسية في المستوي. إن الشكل الهندسي في المستوي يمكن أن يملك محور 
تناظر واحد' أو أكثر. کیت الخ ور باز لاي نكل حي جر المحور الذي يقسم 
هذا الشكل إلى جزئین متساويين 
إذا وجد للشكل الهندسي في المستوي محور تناظرء نقول خن هذا الشكل إنه متتساظن 
بالنسبة إلى هذا المحور.نوع آخر من التناظر للأشكال » الهندسية في المستوي هو 
التناظر بالنسبة إلى النقطة التيتسمى مركز التناظر. ش 
إن التناظر بالنسبة إلى النقطة يمكن تعميمه بالشكل التالي : تقول عن النقطنة م إنهسا 
مركز تناظر من المرتبة ۶ للشكل الهندسي 14 إذا كان الشكل الهندسي ينطبق على 
نفسه عبر دورانه (حول مركز التناظر) بزاوية 22/؛ حيث ۸ عدد صحيح موجب و 
(1-م),...,0,1,2,3 = ۸ . فعلى سبيل المثال المربع له مركز تناظر من المرتبة 
الرابعة. يوجد لكل نوع من أنواع التناظر تبديل يسمى تبديل تن اظر(متناظر) وهو 
تبديل لمجموعة متناظرة (بالنسبة لنقطة أو محور) من نقاط المستوي.فعلى سبيل 
المثال» إذا كانت النقطة © مركز تناظر من المرتبة 7 فإن التبديل المتناظر بالنسبة إلى 
هذا المركز هو التبديل الذي ينتج عن دوران جميع النقاط في المستوي (المتتناظرة 


(sin? © + cos 0)‏ ,بر = y(sin” © + cos? O)‏ 
ومنه بر = ر . كذلك فإن وم غامر لأنه إذا كانت *91 > (4,5) فإن 
1و ع © وم م+ © x = 4003 © - 8518© eR, y= asin‏ 
وبالتالي يكون ٠‏ 
asin © + bcos ©) 2‏ ,© طأه 6 - © (x,y) = (acos‏ 
وأن ش 
(5,ه) = y) = (a(cos* © + sin? ©), b(sin? © + u08”.0((‏ ,¥( وم 
مما سبق نجد أن وم تبديل. لنبرهن على أنه أياً كان 912 © ( رر ت) ,(ار,:ة) فإن 
d((, 7), (7))‏ € (( رطزء وت) وم ,(([ت) وص)4 .. 


0 ش زر 00 وم ء(نز ,6ة) وم)‎ 
d((xcos © - ysin O, xsin © + ycos O), ¥, cos © - y, sin O, x, sin © + y, cos ©(( = 


_ ((rcos@- Jysin O) - (x, cos © — y, sin ©([2 + ٠ 
` و عنويى)] دلا‎ + ycosO) — (x, sin © + y, cos@)j 


١6 


























بالنسبة إلى المركز ©) حول ٠‏ بزاوية قدرهاعة (مع أو عكس عقارب 
الساعة).لنوضح من خلال بعض الأمثلة زمرة التباديل للأشكال الهندسية المتناظرة. 
" - الزمرة التناظرية للمثلث المنتظم (متساوي الأضلاع). 

لنرقم رؤوس المثلث المنتظم بالأعداد 1,2,3. كما نعلم فإن مجموعة التباديل 
للمجموعة (1,2,3) تشكل زمرة بالنسبة إلى عملية تركيب التطبيقات. وعناصر ¦ ب 


الزمرة هي 
3 2 1 
00 


حيث (0)1 = ,ذهو رقم المكان الذي يشغله الرأس رقم / بعد 0 التبديل مء 
حيث 1,2,3 = / . إن مركز تناظر المثلث المنتظم © هو مركز تناظر من المرتبة الثالثة 
حيث إن الدورانات وص ,رص رع = م حول المركز 0 بزوايا 0,4,4 على الترتيسب 
. تعيد المثلث إلى وضعه الأول. كما أن للمثلث المنتظم ثلاث محاوز تناظر وأن التباديل 


٠: تعزن اور 0 على ى الترتيب» المارة مسن رؤوس المتلث‎ P4 PsP 


ومركزه. لنوجد التباديل التناظرية لهذا المثلث 


1 ٠ 1 2 3 (23 
5 - = = 123), = |= 2 
OM, o, 27 (123), E 132) 


' وهذه التباديل تمثل الدورانات حول المركز 0. 


1 |23 1 2 1 ش ْ 3 2 1 
12 - _- 5 
._ 0 1 1 ,بورقلا ا 2 ر ده ار 3 3 


وهذه التباديل تمثل التباديل المتناظرة بالنسبة إلى محاور التناظر. بالاضافة لذلك 
نلاحظ أن مع 72 حيث 1,2,3 = أ وأن ع = 9 حيث 4,5,6 = زر . . نلاحظ أيضا 

.أن ون ود جوم ال ورات عحعول المركز م. إن زممرة 
التباديل (مم روم م 0:05:0 0) المت المتتظم ورمز لها ارعن 1 وهي زمرة 
مزتبتها 6 , 


لم1 





- الزمرة التناظريسة للمريسع. 

f‏ رؤوس المربع بالأرقام [1,2,3,4] . إن أي حركة لمريع نتم عبن 000 حول 
مركز تناظر هو .هذه الدورانات هي ت , ره , ينه , ربد ےبزوایا ,ر ,0,2 على الترتيسب. 
أو من خلال دورانه حول محاور التناظر /,7,6,7:و التي سوف نرمز لها 
,© , 27 رو رو على الترتيب. إن الدورانات ا زمره الان 


للمجموعة (11,2,3,4 وشي ١‏ 
1 0 4 3 2 1 
- 5 = حر 
ا EE‏ 


00 = 1234 

0259| 4 
1 4 3 2 1 
,|= عد - | ا 


وهذه التباذيل تمشل الدورانات حول المركز ونلاحظ هنا أن ى = به = إن 


كم 
ټم بنرا للم سم 


1 
E 


ا 


. حيث 1,2,3,4 = وآن التبديل يبه يعد مولداً لهذه التباديل. كما أن الدورانات حول 


حاون التناظن فى 
12 4 2-3 1 
23 = = ;1234 = - 
09| رو پات 60د - | ۾ اديه 
ش 4 3 2 1 4 3 2 1 
13 ,)24 
e e‏ 


14)03 4 23 4 = 
129 432 = م و ور را 


i |1 3 |‏ ا 2 1 
NE‏ 1432 
ونلاحظ هنا أيضا أن ع = 7ه حيث 5,6,7,8= ٠م‏ ` 
- أوجد جميع الزمر الجزئية من الزمرة التناظرية 8. 
ادل 
لدينا (6),,ك زمر جزتية في ,5. 


۷ 

















من جهة أخرىء بما أن كل عنصر من ر8 يولد زمرة جزئية وحسب مبرهنة لاغرانج 
فإن مرتبة هذا العنصر يجب أن يقسم مرتبة الزمرةرى وبما أن 6= (1: ,5) فإنه 
توجد لدينا عناصر في ,5 مراتبها 1,2,3. وبالتالي يوجد في ,5؟.: 
- غنصر واحد مرتبته 1 هو العنصر الحيادي. 
- ثلاثة عناصر مرتبة كل منها تساوي 2 وهي (12(,)13(,)23). 
- عنصران مرتبة كل منهما تساوي 3 وهي (123(,)132). 
. ومنه يوجد في ,5 ثلاث زمر جزئية مرتبة كل منها تساوي 2 وهي 
T={l02); 1-2 0,03((: 7” -)1,03((‏ 
وزمرتان مرتبة كل منهما تساوي 3 وهما 
ش }1,(132),(132)3{ = H‏ :(1,023(,023(7 دعر 
ويملاحظة أن 023(7 =(032 نهد أن 8 كم أي توجد رمز ةر دة ف رتا 


١ مه‎ 





/ 
52 


نارين( (٤‏ 
-١‏ أوجد مرتبة كل من التباديل التالية: 
- 14762(,)147(,)149). ش 
- (124()3578(,)124()356(,)124()357). 
-١‏ بين أي من التباديل التالية زوجي و أيا منها فردي. 
٠ (13567), (1356), )135(, )12()134(052(,)1243()3521(‏ 
۳- لتكن 5 مجموعة منتهية و5 جه 8: كر تابع (تطبيق). أثبت أن الشرط اللازم و 
الكافي كي يکن ٣ر‏ متباين هو أن يكون ٣ر‏ غامرا. 
؛- لیکن ج تبديلاً ما.أثبت أنه إذا كان 2 زوجياً فإن 2-7 زوجيا وأنه إذا كان > فرديا 
فإن 27 فردي. ش 
ه- لتكن (3 = (3)/ ,1= (8)1 ,5 € 6) = 17. أثبت أن 8 زمرة جزتية من و8 . 
5- ليكن : 
- 7 ج 2:ج تطبيق معرف بالشكل 1+ ۸ = (۸)ے وذلك أياً كان 2 > 7. [ 
- 7 ج 7 :6 تطبيق معرف بالشكل 2۸ = (8)27/ و 1(=2+3+ 2n‏ وذلك أيا 
كان 2 1€. 
- 7 ج ج :مر تطبيق معرف بالشكل 
)2(2+1 = )7(2 و 1+ 7(2n +1( = 2n‏ 
وذلك أي كان 2 € ۸. 
أثبت أن كلاً من ,8ے هي تباديل للمجموعة 2 وأن بره 7 =8 ١‏ - نه ه©. 
۷- لنفرض أن × مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية ولنأخذ المجموعة 
KK)={0:0e KK); 9) eK; VseK}‏ 
أثبت أن المجموعة (&)7 زمرة جزئية من الزمرة (1)091. 
- لنفرض أن © مجموعة الأعداد العادية ولنأخذ المجموعة 


8 














(0 79 :0 ء  ©)0(‏ :101 ع ©:8) - (1)0 
أثبت أن المجموعة (7)0 زمرة جزئية من الزمرة (1)91. 


5- لیکن 
6 5 4 3 2 1 6 5 4 3 2 1 
e LS‏ 
أوجد كلا من 
a"; af; fa ۰‏ 
e‏ 8 
ولو ب ان 817 EE CC‏ 
E E‏ 


اكتب كلا من 8ر بالشكل التالي: 
- على شكل جداء لأدوار مختلفة 
- على شكل جداء ل 2 -دور. 
١‏ -ليكن. ,5 > ,ت. أثبت أن التبديل م67 ه هو تبديل زوجي. 
١‏ - أوجد عدد العناصر من المرتبة الخامسة في الزمرة ء5 
١‏ - في الزمرة ,4 أحسب الجداءات التالية: 
ش (145) :(235) ;)123( 
- أوجد بر" عد إذا كان ' ` 


0 1 )035(24( 
X= 7. 
TES 2 5 


- أوجد ير" × إذا كان 
(03 دير ;(123) =× 





اق ل الفا سين 
الزمسرة الجزئية الناظميسة و زمسرة الخسار ج 


١-‏ . الزمسرة الجزئية الناظميسة. 

وجدنا من خلال دراستنا للمرافقات اليسارية واليمينية أنه إذا كانت 7 زمرة جزئية 
من الزمرة © و 6G‏ عه فليس من الضروري أن'يكون 7 = 677. إذ توجد حالات 
محددة من أجلها ۾[ + 477 . لأجل ذلك سوف ندخل المفهوم التالي: 
تورف 

لتكن © زمرة و 7 زمرة جزئية من © . تقول عن الزمرة الجزئية 7 إنها ناظمية 
في © إذا تحقق الشرط التالي: أيا كان 6 ع 4 فإن 2/6 = .al‏ 

. ينتج مباشرة من التعريف ما يلي: ٠‏ 

- لأجل أية زمرة © فإن كلا من © و (ء) زمر جزئية ناظمية في © 

- كل زمرة جزئية من زمرة تبديلية تكون ناظمية. 

هناك العديد من الشروط المكافئة لمفهوم الزمرة الناظمية. ف هه الفقسرة تنوف 


نختار أحد هذه الشروط التي تعتبر أسهل في التطبيق وذلك من خلال المبرهنة التالية: 


.١-١-١ مبرهنة‎ 

OR EE‏ الشروط التالية متكافئة: 

ا الؤمرة الجزثية 2 ناظمية في 6: 

- أياً كان 6 ع ۾ فإن 27 ح 68/7 . 

*- ایا كان © € a‏ فإن 8 ح a" Ha‏ . 

٠ البرهان.‎ 

(0 > > (1).لنفرض أن الزمرة الجزئية 1 ناظمية في © عندئذ 11 ES‏ 
.aHa’ c H‏ 











(۲) > (۳). واضح. 
(*) > (1). لیکن © >4 عندئذ 8 ج 44 '4. من جهة أخرىء بما أن © > "ه فإن 
ala’ cç H‏ ومنه ه27 a"‏ ح .H‏ مما سبق نجد أن 7172م = رء وهذا يبين لنا أن 
الزمرة الجزئية # ناظمية في ٠G‏ , 
بعض الخواص للزمرة الجزئية الناظمية سوف نوردها من خلال المبرهنة التالية: 
مبرهنسة وسوت ؟, ظ 
لتكن © زمرة. القضايا التالية صحيحة: 
-١‏ تقاطع أية أسرة من الزمر الجزئية الناظمية من © هو زمرة جزتية ناظمية 
8 الجزئية (7)6 ناظمية في 6 . 


N ل‎ 2 


ناظمية في © فإن الزمرة تكون ناظمية في ۲1. 
4- إذا كانت 7 زمرة جزئية في © وكان 2 = (87 : ©) »عندئذ تكؤن الزمرة الجزئية 
7 ناظمية في 6 . 
البرهسان. 
NMS eS‏ الزمر الجزئية الناظمية في 6 . وجدنا سابقاً 
أن 1 ] = 14 زمرة جزئية في 0©. لنبرهن على أن 14 c‏ “ وللع وذلك أياً كان 


z= يوجد 14 > × بحيث ' ونع‎ z عندتذ أيا كان جلاع ع‎ E .geG 
۷1 €7 وذلك‎ z= وبما أن الزمرة ,14 ناظمية في © وذلك رع ۷1 فإن ,14 ع "بع‎ 
. 6 ومنه 14 = ,134 ]< 2. وهذا يبين لنا أن الزمرة الجزئية 14 ناظمية في‎ 

iel 
رخا تاا ل الخد 2ة‎ 

Z(G)={a:aeG; ax=xa VxeG} 
زمرة جزئية في€. لنبرهن أن (2)6. -52)6(5 وذلك © > 8 .أياً‎ 
كان (2)6 » بر فإن (2)6 » بر = '"طر= "رئ وهذا يبين لنا أن الزمرة الجزئية‎ 


1۲ 





(2)2 ناظمية في ٠6‏ 
٣‏ - بما أن الزمرة × ناظمية في © عندئذ ۸ ج مه وذلك © € 94 . . وبالتالي فإن 
۸ ج 73م وذلك 87 > ۷۸ وهذا يبين لنا أن الزمرة الجزئية ‏ ناظمية في 7. 

؛ - لتكن // زمرة جزئية في 6 تحقق 2= (80:: ©) وهذا يبين أن مجموعة 
المرافقات اليسارية المختلفة للزمرة £ في © هي (75,2/7) حيث © > ». وهنا نميز 


- إذا كان 7 e‏ ۾ عندئذ aH = o‏ . 
- إذا كان 87 ¢ ۾ عندئذ بما أن H u af‏ - © نحد أن 2/4 = BE G\H‏ 
كلا الحالتين يتبين لنا أن الزمرة الجزئية 8 ناظمية في ١6‏ , 


إن جداء زمرتين جزئيتين ليس بالضرورة أن يكون زمرة جزئية. المبرهنة التاليةِ 


تعطينا الشرط اللازم والكافي كي يكون جداء أي زمرتين جزئيتين هو زمزة جزئية: 
ميرهنة ه-١-"#,‏ ش ش ا 
لتكن © زمرة و4,8 زمرتين جزئيتين في 6. القضايا التالية متكافئة: 
¬١‏ 8ك ' زمرة جزئية في 6. 
4B = (AUB) -‏ 
.AB=BA -‏ ` 
اليرهسان. 
.)١(=)١(‏ لففرض أن الجداء 48 زمرة جزئية من ©. عندئذ 
a=aee AB‏ :لرء 7 كذلك لادج 8 - 5 . :8ع ومنه AB‏ ح 8 ناك 
وهذا يبين لنا أن 42 ے (8 ا 4). ش 


لیکن 48 ء × عندئنذ يوجد4 »> ه و 468 بحيث 2-00 ومنسه | 


e, € 4B c (4B)‏ وهذا يبين لنا أن (8 ٤)4‏ 4ه =× وهكذا فإن 
(8د4) ے 48 . مما سبق نجد أن (8 دالم) = ۰48 ش 


1۳ 














(5) (). بفرض (8 د١4‏ ) = 48 عندتذ الجداء 48 زمرة جزئية مسن ©. ليكن 
je AB -‏ عندئذ 48 > “بر ومنه 5 = “بر حيث 8 ٤‏ 4,5 ع + وهكذا فإن 
B4‏ € وم =« أي أن امك هلد ` ` 
لیکن 84 ٤‏ 7 غندئذ 00 = 2 حيث 4 > #,2 ع ء ومنه فإن 48 ے “ےا (f‏ = 2 
وبالتالي 48 ے 84 . مما سبق نجد أن 84 = 48 . 
(5) + (1). لنفرض أن 84 = 48. واضح أن © + 18 . لیکن 48 © برب× عندئة 
x = ab‏ ورقره = J‏ حیث 4 € a,a,‏ و B‏ € ا دل 
ab (a‏ = "ر .لنفرض أن 8 € طط = ون عندئذ 47( ,4)5 = "برد وبما أن 
ba € BA - AB‏ فإنه يوجد ۸4 ع ,© و 8 ع رط بحيث رطره = ۵7ط وهذا يبين لنا 
أن 48 > روه = “وروم = "رد. مما سبق نجد أن الجداء 48 زمرة جزئية 
من )۰ م 

شرط آخر كي يكون جداء 
المبرهنة التالية: 
مبرهنة ٤-١-٩‏ 

لتكن 6 زمرة و4,8 زمرتين جزئيتين في .اذا كانت الزمرة 8 ناظمية في ©. 


زمرتين جزئيتين هو زمرة جزئية نورده من خلال 


عندئذ: 

© الجداء 48 زمرة جزئية من‎ -١ 
. 48 = BA -١ 

.AB= (AUB) ¬ 

البرهساق: 


5,0 € 8 واضح أن © + 48 . لیکن 48 ع ,× عندئذ يوجد ك € 4,4 و‎ - ١ 
ارد‎ = abba; = 0,4 بحيث رهه = × و وقرة = بر ومنه (' 47 /جطيه)‎ 
© لنفرض أن رط = ره "رطره عندئذ ۸ > ,5 وذلك لأن الزمرة الجزئية 8 ناظمية في‎ 


ومنه 


14 





ون( 'يهرطيه) يه ره = وط 'يهرطره = “نود . : 
أيضاء بما أن 8 ناظمية في © فإن 8ع '5- 'يهرةيه. وهكذا نجد أن 
4B‏ ع ,"ےه = !دود وهذا يبين لنا أن الجداء 48 زمرة جزئية من ©. 

(۲) و (۴) ينتج بشكل مباشر من المبرهنة الأخيرة. , 

فاو ري اور اور الناطمية وال م رن رور ا 
في دراستنا المقبلة نوردها من خلال المبرهنة التالية: 
مبرهنة ١-١-ه.‏ 

لتكن © زمرة و 4,8 زمرتين جزئيتين في € . القضايا التالية صحيحة: 
١‏ - إذا كانت كل من الزمرتين 4,8 ناظمية في © فإن الجداء ل هو زمرة جزئية 
ناظمية في ©. ظ 
۲ - إذا كانت كل من الزمرتين 4,8 تبديلية و ناظمية في © وإذا كان () = 428 
فإن الجداء 48 هو زمرة تبديلية. ٠‏ 
- إذا كأنت الزمرة 4 ناظمية في © ودوارة فإن أية زمرة جزئية من 4 تكون 
ناظمية في 6©. ش ا 
اليرهسان. 

-١‏ لنفرض أن كلا من الزمرتين 4,8 ناظمية في ©. . عندئذ بالاعتماد على 
المبرهنة الأخيرة نجد أن الجداء 4# ف . لنبرهن الآن على تحقق 
اشر 
هار .VgeG; g(AB)g"‏ 
ا ع 2 يوجد 8 36 ,4 € ٩‏ بحيث 

z= g(ab)g' = (gag ' (gbg ^") € AB 
. 6 وهذا يبين لنا أن الزمرة 48 ناظمية في‎ 

4۸ 8 = )©( لتفرض أن كلا من الزمرتين 4,8 تبدينية و تاظمية في © وأن‎ - ١ 
فإن 8 € “5(“وؤن) = ( 171 40()4) كذلك‎ a e 4, € B عندئذ أيا کان‎ 











(ab)(a 1b") = a(ba b7") e 4‏ 
مما سبق نجد أن 36 = 8 وبالتالي الزمرة الجزئية 48 تبديلية. 
۳ -النفرض أن الزمرة 4 ناظمية في © وأن (ه) = 4 حيث 4 » 2. لتكن 7 زمرة 
جزئية من 4 عندئذ فإن 7 زمرة جزئية في © ودوارة. لفنفرض أن ( ")± 7. 
لنفرض على أنه 7ے "1ع :© ع هل لیکن 7ج7ج > 2 عندئذ يوجد ٤۲‏ *(") 
بحيث "ع ؛(”4)عج =2 ومنه بما أن الزمرة الجزئية 4 ناظمية في © فإن 
4 ع “جع “مو = “( 1 جمو) وبالتالي فى = اج هع حيث 7 ع ى وهذا يبين لنا أن 
eT‏ “("م) = "(نم) = ”[“(تومو)] = نج g(a”‏ = لو g(a")‏ = 2 
وهذا يبين لنا أن 7 زمرة جزئية ناظمية في ٠6‏ , 
توجد علاقة هامة بين جداء الزمر الجزئية وتقاطعها لا بد من ذكرها هنا وذلك من 
خلال التمهيدية التالية: ش ش 
تمهيدية .1-١-١‏ ش 
لتكن” 8,2 ,4 زمر جزئية من الزمرة © بحيث 8 ج 4. عندئذ 
BADE ARADA‏ 
.(BnD)A4= BANDA - ¥‏ 
الهر هسان . 
١‏ - لیکن (ه 4)8 ٤‏ × عندئذ 8م = × حيث (2 م 8) ٤‏ 4,5 ع © وبالتالي 
مع 8,5 be‏ ومنه ab e 4B‏ = د,42 ع 5ه = × وبالتالي 48 م رلك 6 ¥ أي أن 
.ABND)c ABN AD‏ 
لیکن 42 ۸ 48 > بر عندئذ 48 ٤‏ ر ومنه ,ره = ر حيث 8 ع ,4,1 ع ,ه. كذلك 
(47 عر ومنه 4ه حبر حيث 0 > 4,4 > ي©. وبما أن ره = ,ط4 ومنه 
AN D‏ ع (a,b) = (aa, )b,‏ أيه = d‏ 
وذلك لأن 8 4 ومنە(2 ^ 4)8 > 4 = بر أي أن (2 ^ 4)8 > 42 ^48. 
نما سق نجه أن 5245 D928‏ 484 ش 





۲ - يبرهن بشكل مشابه ولذلك نتركه تمريناً للقارئ. , 


ه-1. زمسرة الخسارج. 
٠‏ الخاصة الهامة التي تتميز فيها الزمرة الجزئية الناظمية عن غيرها من الزمر 
الجزئية هو أن كل مرافقة يسارية (يمينية فا کین زمره رة رضنا فإذا كانت ©. 
زمرة و 28 زمرة جزئية ناظمية في © عندتذ» أيا كان © © ۾ فان 82 = 8ه. وهذا: 
يبين لنا أن مجموعة المرافقات اليسارية تساوي مجموعة المرافقات اليمينية للزمرة 7 
فى 6 برق ا ی غ ارفاك لارا رمتو رفسي م لعل" ' 
E E‏ ان على 6 وهذه اعلاقة کون 
معرفة بالشكل ' 

VaybeG; ach جه‎ aH =bH فلوج‎ e H 
(تأكد من ذلك) إن صفوف تكافؤ هذه العلاقة هي عناصر المجموعة التي تشكل تجزئة‎ 
17 للزمرة 6 . بمعنى آخرء صفوف تكافؤ هذه العلاقة هي المرافقات اليسارية للزمرة‎ 


في 6G‏ . سوق نرمز لمجموعة صفوف تكافوٌ هذه العلاقة بالرمز 27 / © . فنجد أن 


.GIH ={aH: aeBH} 
خواص هذه المجموعة و بنيتها الجبرية توضحها المبرهنة التالية:‎ 


مبرهنة (.۱-۲-١‏ هولدر ۱۸۸۹). 


لتكن © زمرة و زمرة جزتية ناظمية في ©. لنعرف على المجموعة 
ae 2(‏ :27م - 0/8 العملية (.) بالشكل التالي: 
VaH,bH € GI H; (aHXbH) = (ab)H‏ 
عندئد: 
-١‏ العملية (.) داخلية 
۴~ لا ملت ش 
- العملية (.) تجميعية. 


a a 3 


١> ن‎ 

















ه- لكل عنصر G/F‏ ع aH‏ مقلوب هو 8 / © ع 177 ن. 
*- المجموعة ۶ /@ زمرة بالسبة للعملية (.). 
البر هسان . 
١‏ - كون العملية (.) داخليةء ينتج ذلك من التعريف مباشرة. ظ 
؟ - لیکن 6/77 ع aH, a'H,bH,b'H‏ بحيث a = a'F‏ و 17'( - 617 عنائذ 
يوجد 17 € را۸ بحيث.راه = '» ,رياط = b'‏ اال ` 
(a'H(b'H) = (a'b")H = (ah, Xbh,)H = (ah,b)H = (ah Hb =‏ 
ab = (ab)H = (aH X(bH)‏ = 
Y‏ - ليكن 77 aH,bH,dH € G/‏ عندئذ | 
K(aHXDH)]dH = [(ab)H 1417 = (ab)d1H = [a(bd)]H = (aH)[(bd) EH [=‏ 
٤‏ [(8ة)(011(])62) = 
‘f‏ ~ لبكن FH‏ / © ع a‏ عندئذ وبما أن ##ه = 87 نجد أن 
(aED)H = (aH (eH) = (ae)H = all‏ 
بشكل مشابه نجد أيضاً F(a) = a‏ . 
ه - ليكن FF‏ / © ع aH‏ غندئذ 7 / © ع 038 ومنه . 
بر = (aH)(a Hr) = (aa )H = eH‏ 
بشكل مشابه نجد أن 27 = (27م)(0-187). ش 
* - مما سبق نجد أن المجموعة 6/7 مع العملية (.) تشكل زمرة. و. 
تعريف. 
سي الزمرة المعرفة في المبرهنة السابقة زمرة الخارج للزمرة © وفق 17- 
سوف نورد الآن بعض الأمثلة التي توضح لنا مفهوم هن الخار ج 
ا 
في زمرة الأعداد الصحيحة 2 نعلم أن المجموعة 
,2,416 11ر18 4 ,0) = 42 7 
زمرة جزئية من ت وبما أن الزمرة 2 تبديليةء فإن الزمرة الجزئية 42 تكون ناظمية 


3. E 





في 2 . إن المرافقات اليسارية للزمرة الجزئية 4 في > هي: 


` 0+42 - 42 = 0,4, 812,16, 
1+ 42 = {1,5,9,13,---,-3,-7,-11, 3 

2+ 4Z = {2,6,10,14, E, ا‎ 
3+ 42 = )3,7.1 115,٠٠١, ,سركت ر[‎ 3 


4+ 42 - 42:٠ 5+42 -1+7 
6+42-2+47: 74+47 - 3+7 


ومنه نجد أن المرافقات اليسارية المختلفة للزمرة 42 في 2 هي 
ش 3+47 ;2+42 :1+42 :42 
وبالتالي فإن زمرة الخارج 2/42 هي: “ار 
| (3+42 ;2+42 ;1+42 :2142542 | 
ويذلك يمكن الحصول على الجدول التالي بالنسبة إلى العملية(+)المعرفة على 2/42: 



















2+4Z [3+4Z |‏ | 1+42| 42 لج 
4Z | 7‏ 

3+4Z 1+4Z 
4Z | 1+4Z | 2 47 









مثسال. 
لنأخذ الزمرة: [ 
(17١.٠ركو0,1,2,3,4)‏ = ور . 
وجدنا سابقاً أن () هى زمرة جزئية “في 2 و ناظمية لأن الزمرة ى2 تبديلية. 
لنفرض أن (18) = فنجد أن [0,6,12) - (6) = (#) = 7 . وأن المرافقات اليسارية 


للزمرة الجزئية #افي 2 هي: 


114۹ 




















H = 6+ 8 -12+8‏ = }0,6,12{ = 87 +0 
3+H = {3,9,15} = 9+H -15 +8‏ 
H = {1,713} = 7 + H =13+ FH‏ +1 
H = {410,16} =10+ 8 =16+ H‏ +4 
2+H = {2,8,14 = 8+ H =14+ H‏ 
S+H = )5,11,17( =11+ EH -17+8‏ 
وهكذا نجد أن المرافقات اليسارية المختلفة للزمرة الجزئية 7 في 7 هي: 
3+H; 4+ 5+ H‏ :2+8 :1+9 :2 
وبالتالي فإن زمرة الخار ج & / و2 هي 
Z41H - 17 ,1+ H,2+ 27,3 + H4 + H,5+ H}‏ 
والجدول التالي يبين لنا العملية (+) المعرفة على 8 / »7 . 









A4+H | 5+8 
4+ 7 | 5+8 
5+ 8 2 
F قعل‎ 





S+H 


إن أهمية زمرة الخارج ازمرة ما:تكمن في أن زمرة الخارج في كثير من الأجيان 
تعطينا بعض المعلومات عن الزمرة نفسهاء والميزهنة الأولى التي تبين لنا ذلك سوف 
نوردها الآن. 
ش مبرهنة م-؟-, 
لتكن © زمرة. إذا كانت الزمرة (©)2/ © دوارة عندئذ ذ کون الزمرة © نبديلية, 
البرهان. ' 
لنفرض أن الزمرة(612)6 دوارة مولدة بالعنصسر (©)2. حيث 66ع. 
وليكلل SS eC‏ ته ٠ AN‏ ْ 


۷. 





b.Z(G) = (g.Z(G))’ = اع‎ .Z(G) و‎ a.Z(G) = (g.Z(G)) = g Z(G) 
وهكذا نجد أن براع =ط ,×أچ =ه حيث (7)6 » ,× ومنه‎ 

=( )ع 'ع) = (ر »)ع = (براع)(د'ع) = لاه 

= 'ع)‎ g' (ay) = أو )(مزاع)‎ x) = ba 

وهذا يبين لنا أن الزمرة € تبديلية. , 

O‏ 0 الجزئية في زمرة الخارج. 
مبرهنة ه-إ!ل"_"ا, ` 

. لتكن © زمرة و8 زمرة جزئية ناظمية في 0 .كل زمرة جزئية من الزمرة 06/11 
هي من الشكل 2/87 حيث 2 زمرة جزئية من 6 تحوي 11 


البرهان. 


لتكن 2 زمرة جزئية من الزمر ة۲ /6. ولنبرهن أن 17/17 E‏ 

جزئية من © تحوي 17. لنأخذ المجموعة. 
D= 0 EE gHeD‏ 
بما أن 5 زمرة جزئية من 17/© فإن 5 » 17 DEB AGED e‏ 
لیکن 5 ع ز× عندئذ xH,yH < D‏ ومنه ۰ ٠‏ 
Gy) H = (xH)(y TH) = (xHXyH)".€ D‏ 

وهكذا نجد أن 7 ع © بود وبالتالي (ازاموة جزئية من ©. ليكن 7 ع ۸. بما أن 
HH = H 7‏ فإن 2 ع ۸ء أي أن 2 ح 87 . ش E‏ 
لیکن 5 > © عندئذ 6/1 ع 4 وبالتالي 451 = 4 ولكون 5ة فإن 2 > 4 ومنه 
de DIH‏ أي ن 2/28 .D cç‏ ليكن Dive cH e D/H‏ ع ومنه 2 ء 11 آي 
أن يح DIH‏ . مما سبق نجد أن 1/11 .D=‏ 


HG‏ ا 















































تمصارين. محلولة (ه) 


.6 ١757 لتكن (77)32 = © و (774)32 = 8 . أوجد زمرة الخارج‎ - ١ 
ال ,۽ ا‎ 

لدينا 

U(32) = {1,3,5,7,9,11,13,15,17 19,21,23,257,‏ = © 
إن 16= (1:©). كما أن (1,17) = )32( =U,‏ 171 زمرة جزئية ناظمية في . لنوجد 
جميع المرافقات اليسارية للزمرة 77 في . إن 
IH - 1,171, 38 143,191, 2 58 - )5,21(, 7TH ={7,23‏ 

9H = 925$, 118 ={1127},  138- 03,29(1, 15H - )15,31( 

جميع المرافقات اليسارية المختلفة للزمرة 7 في . أي أن 1 
o 6/183 = {1H 3H,SH,TH9H1IH 13H 15H}‏ 

؟- لتكن ۷ زمرة جزئية ناظمية من الزمرة 6 لنفرض أن ۸ = (1: ۸ /6). 
أ - أثبت أن × € "بروذلك أياً كان 6 > 1 . 

ب - لیکن 6 > ۽ وأن ۷ > ”ع حيت ne N”‏ وأن 1= N bie ged(n,n)‏ ع ع . 
المتحلة ` 

أ - ليكن 6 ٤‏ ×. نميز حالتين: 

- إذا كان ۸۷ ع × عندئذ ۸ € "يد. 

- إذا كان ۷ ي + عندئذ 6)۸ > ۷× وبما أن مرتبة الزمرة ١7‏ © تساوي :7 
'وحسب التمهيدية (59-١-؟١)‏ فإن 37 = "(07:) ومنه x" = N‏ = "(7<). ممأ 
سبق نيد أن رغ "ب ْ 
ب - بما أن 0),7-1عع عندئذ يوجد 7 ٤‏ 1,۷ بحيث ۷+ ۸=[ ومنه 
ظ REPT =(g")"(g”) eK‏ 
ومنه ‏ = ع أي أن gek‏ 


A + ادي‎ 


17 تعر يسشاء 


لتكن © زمرة. نسمي أصغر عدد صحيح موجب ۸ يحقق ع = "بر وذلك يا 
كان 6 © × معامل الزمرة © 
أثبت أن كل زمرة تبديلية منتهية تملك معامل يقسم مرتبة الزمرة ©. 
الخكبيل: ش 
لتكن 6 زمرة تبديلية متتهية ولنفرض أن #, = (1: 6). لنأخذ المجموعة ٠‏ 
S={s:iseN’; x=e, VxeG}‏ 
إن المجموعة £ غير خالية لأن 5 > ”. وبما أن كل مجموعة جزئية وغير خالية 
من ”۷ تملك عنصراً أصغرء فإن £ تملك عنصر أصغر وليكن 7. وحسب خوارزمية 
القسمة يوجد 2 4,١‏ بحيث +٣‏ برو = 72 وان ۸ > ” ک0 لنفرض أن 0 © ۶ عندكذ 
أيا كان © ع × فان ب = “بن 4( ليو) سد ير کے ١‏ "يردم ومنه قرع م وهذا 
يناقض كون 7 عنصراً أصغر في 5. مما سبق نجد أن 0 = × وبالتالي 7 يقسم 07# 
- لتكن G‏ زمرة منتهية غير تبديلية مرتبتها حيث 7 عدد أولي. أثبت أنه إذا كان 
2)G( + )(‏ فإن م < (1: (©)2). 
الحسل.. ش 
بما أن.(2)6 زمرة جزئية من © وحسب لاغرانج فإن مرتبة الزمرة.(2)6 
تقسم ۶ وهذا يبين لنا أن [م ,م ,م ,1) © (1: (©)2) ولكون (ه) # (2)6 فإن 
1+ (1: (©)2). من جهة أخرى بما أن الزمرة © ليست تبديلية 
فإن 3م + (1: (©)2). وبما أن الزمرة.(7)6 ناظمية في © فإن 


)©6/2)©( :1( = CD e 
(Z(G):) م‎ 
أي أن الزمرة.(©6/2)0 دوارة وحسب المبرهنة(ه-؟١-١) تكون الزمرة © تبديلية‎ 
. وهذا مرفوض فرضاً. أي أن ”م ± (1: (©)2) مما سبق نجد أن م =(:(۰)2)6 م‎ 
ه- لتكن 6 زمرة منتهية مرتبتها وم حيث و,م أعنداد أولية ليست بالضرورة‎ 
. مختلفة. أثبت أن مرتبة الزمرة.(2)6 إما تساوي1 أو تساوي 4م‎ 
YY 

















الحسسل. 
بما أن.(©)2 زمرة جزئية من © وحسبب مبرهنة لاغرانج» فإن 
(و بو رم ر > (2)6(:1) وهنا نميز حالتين: - الحالة الأولى. إذا كانت الزمرة © 
تبديلية عندئذ فإن .(7)6 = € وبالتالي وم = (1: (©)2). - الحالة الثانية. الزمرة © 
ليست تبديلية:؛ عندئذ وم # (1: (2)6). لنفرض أن م = (1: (©)2) عندئذ 
9 = (2)6(:1/©) وبالتالي الزمرة(©)2/© دوارة وحسب المبرهنة(ه-7- )١‏ 
٠‏ تكون الزمرة © تبديلية وهذا مرفوض فرضا. كذلك ا عندما ۾ = (1: (©)2). مما 
سبق نجد أن 1 - (1: (©2)6) ١‏ , 
-٦‏ لتكن © زمرة و ,7 زمر جزئية منتهية في 6. عندئذ فإن 
(a: - CED‏ 

الحسل. 

لنفرض أن (K:1) =m‏ وم - (1: 2). | ن المجموعة K1‏ تحوي بالتحديد :7م 
ترا وها هين القن > للجالة ا إذا كان (6) = KH‏ في IN‏ 
فإن جميع عناضر المجموعة 7 مختلفة فيسا بينها. لأنه إذا 
وجد kh, kh, € KI‏ بحي +7 = kh‏ وأن kk eK, hh, eH‏ 
فإن =k", € H ^ £ = )e(‏ 817 ومنه ,=۸ , ,۸= £ وهكذا فإن 

(K :D(EH :D ؛‎ 

(KnH:D 1‏ 
- الحالة الثانية. (©) + 077 1. نلاحظ في هذه الحالة أن عناصر المجموعة £۴ 
ليست جميعها مختلفة. لأنه إذا كان 8 ع8 ٠‏ ,2 >2 بحيث 82+ ويما 


(KH :1( = nm = (K :1(H :1) = 


أن KA H +(e)‏ و e #6 KAF aa‏ ومنب ه01 00 ديزا 
وأن عد 2# ,”مع #. لنفرض أن .(K ^ 1:1 = s‏ وليكن kteK, he H‏ 
عندئذ أيا کان 8 ہ 2 ع + فإن ()(1) = ۸ء وهذا يبين لنا أن كل عنصر من 
المجموعة 577 يمكن كتابته على الأقل في ى شكل ف في 877. من جهة أخرى؛ 


00 





ليكن kh, e KE‏ ,ا بحيث ,اط .6 26 وأن ,2,8 =۸ عندئذ 
رم عرع .k'k =hh‏ افو تروك وعد تمد أن 


+ 2 ,,/ -#. مما سبق نجد أن كل عنصر من المجموؤعة 77# يمكبن 


كتابته بالتحديد في , شكل في 577 . وهذا يبين لنا أن . 


im E :D(H:1 
sS (Kn#H:1) 
لتكن © زمرة و7 زمرة جزئية ناظمية في ©. نسمي تقاطع جميسع الزنمر‎ -۷ 
الجزئية الناظمية في © والتي كل منها يحوي 8 اللصاقة الناظمية للزمرة 4 ونرمز‎ 
لها (17) . أثبت ش‎ 
. 47 هي أصغر زمرة جزئية ناظمية في © تحوي‎ )8( - ١ 
.L(H)=(ghg"; geG,heH) - ١ 
للخل ا‎ 
. ۲1 لتكن 55 مجموعة كل الزمر الجزئية الناظمية في 6 التي كل منها يحوي‎ - ١ 
1)1( وبما أن 8765 فلن 5 غير خالية وحسب المبرهنة (ه-١-١) نجد أن‎ 
.1)71( = ] [8 زمرة جزتية ناظمية في © تحوي 7 حيث‎ 


Ke :‏ 
لتكن 34 زمرة جزئية ناظمية في © تحوي 27 عندئذ 5 © ۸4 ومنه 
اح 16[ ] LH)=‏ 


Keîî 


„(KH :1)= 


وهذا يبين لنا أن (7)87 هي أصغر زمرة جزئية ناظمية في © تحوي ١47‏ 
؟ - لیکن 8ء eG,‏ ع و اك ك2 وما أن الزمرة 7 ناظمية في © عندئذ. 
دح دع أل وزع ومنه ' ش 


VKeS; بلع7ع)‎ geG,heH}cK 
{ghg"; geG,heH}c ()& = L(H) 


Ke 


.(ghg"; geG,he 21( > 1.)87( وبالتالي‎ 


1Yo 




















من جهة أخرىء أيا كان 8 86 وبما أن الزمرة 8 ناظمية في © فإن 
لوقع = H‏ وذلك أيا كان 6ع عج. ومنه لأجل كل he H‏ يوجد 2ع ,8 و 
© ع بحيث 

h= ghag" e (ghgT"; geG,he H) 
ع :##7ع) تحوي الزمرة 7ء وبما أنها ناظمية‎ ٤6,۸» ( أي أن الزمرة‎ 
ع :7 ##ع) > (1)77. مما سبق نجد أن‎ ٤6,۸ © 27( نجد أن‎ 

, 1) = (gh: geG,he H) 
ولتكن £ مجموعة‎ €= G/ زمرة جزئية ناظمية في الزمرة © و‎  نكتل-‎ ۸ 
۰ جزئية من © و [(5 × :)= 5.. والمطلوب:‎ 
لفت أنه ذا كانت المجموعة 3 مولدة للزمرة © فإن المجموعة © کو‎ - ١ 
CORN 
إذا كانت الزمرة © منتهية التوليد ومولدة ب۸ عنصر فإن الزمرة © تكون‎ - ١ 
منتهية التوليد ومولدة ب 7 عنصر.‎ 
الحسل.‎ 
عو ووسيا أن اجون ف درئية‎ FEE E eC 
للزمرة © فإن “,ج.....8. ع. 7ع = ع حيث 5ع ,ع وذلك من أجل كز ك1‎ 
وأن 7 > ,© حيث ۲> ر ك1. ومنه ش‎ 
8 = gK =(g f ‘2-8 "8 عأ(‎ > (g, K) “لي ق).‎ {g, K)%.--“(g,K)“ 
رع حيث ۲> زرك1. وهذا ينين: لنا أن‎ ٤5 ,ع فإن‎ ٤5 وبما أن العناصر‎ ٠ 
: 026 نة © و جر‎ 
ج من ا فن حالة السو عة 3 نة وآ وك وه اوتا‎ 


00 م SS GA i‏ نا سان 
HK G‏ 
م ا 
a‏ فلن رک 1/6 
1۷٦‏ 


الخ ۰ 
له أنه أيا کان -© > ٭ فإن 7 = ز7 . لیکن E‏ 
ليكن © وا 2 MK MK‏ 


عندئذ (1410)< = 5 حيث © » ×. من جهة أخرىء فإن (8/()01/6) = 77 حيث 





he H,ke‏ ومنه 
(xz(PE)(MK) = ([x(hk)]M)K‏ = )1 = نز.لآومنه 


(RRM = (xM (PM XKM)] = [(xM (AM (EM) 
وبما أن 20 € € لم فإن‎ 
اط(‎ = (RM {GM (EM )] = (RM (EM (XM (HM (EM TCM) = 
ش‎ = )01(1/ (x) = [(hk)x1M 
. وبالتالي فإن‎ 
¥. = ([x(PEYM)K = [(hE)x]M)K = ((hE)X)MK = [(hE(MK)]x(MK) = 
= [(hKXMK)]x(MK) = عد‎ 


۷ 


























تماريين (6) 


.6 لتكن © زمرة و 17 زمرة جزئية ناظمية في‎ - ١ 
أثبت أنه إذا كانت الزمرة © دوارة فإن الزمرة ۸1 /6 تكون أيضا دوارة‎ - 
أثبت أنه إذا كانت الزمرة © تبديلية فإن الزمرة 7/ © تكون أيضا تبديلية.‎ - 
؟ - أوجد مرتبة العنصر (6) + 5 في الزمرة (6)/ و,2.‎ 
. أوجد مرتبة العنصر (8) + 14 في الزمرة(8)/ ر7‎ - ۳ 
.]7)20(/17,)20( أوجد جميع عناصر الزمرة‎ - ٤ 
.6,77 لتكن (2/)20 = © و (4(/)20) = 27 . أوجد جميع عناصر‎ - © 
6 لتكن © زمرة و € > جم . أثبت أن (2(.7)0 ع) زمرة جزئية تبديلية في‎ - | 
لتكن © زمرة منتهية و2 زمرة جزئية ناظمية في ©. أثيت أن مرتبة‎ - ۷ 
العنصر ۸٣ع في 0/177 تقسم مرتبة العنصر ع في 6 وذلك أبا كان © > ع.‎ 


۸ لکن 60 زمرة و ۲1 زمرة جزئية .ناظمية ف في © مرتبتها 2 . أثيت ثبت أن (©)82. 


۸1 لتكن © زمرة و 77 زمرة جزئية من © .إذا كانت كل مرافقة ر للزمرة‎ - ٩ 
. 6 في 6 هي مرافقة يمينية» أثبت أن 7 ناظمية ذ في‎ 

-٠‏ لتكن ن و جزكية من الزمنة 6 تت 3 (G: N)=‏ ست أنهأإذا كان 
6 »© ,× بحيث بحيث ¥ ع x ¢ N,‏ فان × € برود. ا 
a‏ ت أنه إذا كانت المجموعة 
[ > (0:00 6< : *) = 87 زمرة جزئية من © فإنها تكون ناظمية في ©. 
-لتكن 6 زمرة و 7,5 زمر جزئية من 6 و لنفرض أن 
(K:D=m, )5:1-#‏ إذاكان 1= ged(r,n)‏ أنبت أن () - 1ه 8 : 
1۳ - لیکن 2 < 7 ا صا أت أن اماه دة U0}‏ ندج - 20 
زمرة جزئية في (0) نا وأن (۸) »© (). ۰ 

5 - أتبت أن (17)55- ((55) ل ٤‏ × : “م = 17)55(3. 


۱۷A 








الفصسل السسنادس 
التشاكافت الزمسل ينفو مبرهنات التماشسل 


في هذه الفقرة سوف ندرج واحدة من أهم ا الأساسية في الجبرء وهي مفهوم 
ظلح التب باكل أو 





التاكل أو مفه وم .(homomorphisı1)‏ إن 
homomorphism‏ أتى من الكلمات الإغريقية (710710) و تعني يشبه أو مشابه وكلمة 
(:7102) وتعني شکلد أى فة و فزن مصطلح التشاكل يعني البنسى 
المتشابهة. و يعد Jordan‏ 6 أول من أدخل هذا المفهوم وذلك عام AY‏ 
لنتعرف بداية على التشاكل بين زمرتين. 
تعريف. 

لنکن © و 6 زمرتين ما. نسمي كل تطبيق (تابع) © ج 06 TT‏ إذا 

حقق الشرط: أي كان 6 x,y‏ فإن 

f) = J (x) () 

: قبل ل ار اس التشاكل الزمزي» لنأخذ التعريف التالي: 
تفرنف. | 

ليكن 6 ج ©: ر تشاكل زمري. نسمي المجموعة: ْ 

Kef ={x:xeG; 70-2 

حيث 7 حيادي الزمرة ©» نواة التشاكل الزمري /. 

من خلال ا التالية سوف ندرس خواص التشاكل الزمري والتي سوف تكون 














ميرهنة .١-١‏ 
لیکن © ج ©:/ تشاكلاً زمرياً حيث 6,6 زمرتين اختياريتين. ولنفرض أن 6,2 
حيادي كل من الزمرتين 6,6 على الترتيب. وليكن © > م و77 زمرة جزئية من 
© . عندتذ: 
-١‏ 62> ©)/. 
(g~‏ ]= و)/. 
۴- "[(ع)/] = ("ع) وذلك أيأ كان 2 » . 
Kerf ~f‏ زا في 6 
5- المجموعة (77 ۸6 :(14/)05-(171)/ زمرة ي 
- إذا كانت الزمرة 8 دوارة فإن (7) ر دوارة. 
۷- إذا كانت الزمرة 7 تبديلية فإن (7) تبديلية. 
۸- إذا كانت الزمرة 8 ناظمية في © فإن (87)لر ناظمية في (©)/ . 
- إذا كان ۸ = (ع)0 فإن ((ع) )0 تقسم . 
-٠‏ إذا كانت برع (1: ) فإن (78(.:1)/) تقسم 71. 
-١١‏ إذا كان 'ع = (ع) £ فإن 7ملبع = "ع - (0)ثر ,6 ع x: x‏ - ('ع) !7 /. 
- إذا كانت £ زمرة جزئية في © فإن eG, £ )8( € &K}‏ 1:) - 10) “1 
زمرة جزئية في ٠+6‏ , ش 
-١‏ إذا كانت × ناظمية في © فإن (1) 7 ناظمية في ©. 
Kerf = (e) ~1‏ عندما و فقط عندما التطبيق “رمتباين. 
البر هسان . 
-١‏ لدينا » = 66 ومنه #()/ = (©)/ = (6(/)6)/ وحسب قانون الاختصار في 
الزمرة نجد أن © = (©)/. 
١‏ - لديناء = "عع ومنهء - (0)/ر =("ع)/(ع) وهذاييين لنا أن 
“[()/ر]- ( f(g‏ 





١‏ ا 
يمأ أن م = (ع) ر نجد أن المجموعة Kerf‏ غير خالية. لیکن 277 e‏ رر عندئذ 


e‏ - 1/00 = (3)/ ومنة 


€ ج26 = Jay = fODF(Y Y= FOF)‏ 
وهذا يبين لنا أن ج ج "ر وبالتالي ء۸ و ا ی اکن 
2-4 0 عندئذ € ع -م2ج كمأ أن 

(a7) = J (af (a) =‏ كر(ع) “رز(م)ثر = J (aza)‏ 
أي أن Kerf‏ € “مده . وهذا بین il‏ أن a.Kerf.a' cç Kerf‏ وذلك أيا كان © ع ت . 
أي أن الزمرة الجزئية 7ء۸ ناظمية في ©. 
ه - بما أن 27 € © فان (27)ر > ()۶ - »ع ومنه فإن (17) 1 مجموعة جزئية من © 
وغير خالية. لیکن (17)/ © ءل عندئذ يوجد 8 € ×× بحيث 
SO SFE)‏ 
Jz = f(x DFC) = f(xız7')e (E)‏ 
أي أن (71) / زمرة جزئية في 6 . 
5 - لنفرض أن (ه) = 87 حيث !1 € 4 ولنبرهن أن ((7)0) - (7)ر. بما 
أن 4ع 6م فين (a) € £ (H1)‏ / وبالتالي (27)/ ح ((6)/). لیکن (07) 7 © د 
عندئذ (د)كر = بر حيث 7 ع ند ومنه "”ى = × حيث 2 e‏ . وهكذا فإن 
f)" (= Lf(a)" e (£(@)‏ = («)ثر حبر 

أي أن ((م)/) > (8)ي . مما سبق نجد أن ((©)/) = (57)/ وبالتالي الزمرة (17) / 
دوارة. 
۷ - نتركه للقارئ. ٍ 
۸ - لنفرض أن الزمرة[ ناظمية في ©- ERLE‏ ررر وذلك أيا 
كان © > بر. لیکن (17) كر © و (©) / © 3 عندئذ (مر)/ =× ,)“ردج حيث 
برعم ye G,‏ ومنه فإن H‏ ع وكير وبالتالي 


1A1 














86 )= f 1 (Mf [(مر)‎ ١ = xax" e f(H) 

رهكذا فإنه أيا کان (6)/ ع × ينتج أن (77)/ > f (Dx‏ وبافالى الزهرة الجزضة 
(87)/ر ناظمية فر في (6) / . 
۹¬ لنفرض أن ۸ = (0)8 وأن 7 = ((8) 007 عندئذ حسب خوارزمية القسمة يوجد 
eZ‏ 4 بحيث ۲ + 40۸ =7 Ea‏ . للفرض أن 0 # م عندئذ 
اراو 2 ي و اللي 

= f(e)= f(g" )f(g")=[(F(g))"] (F(0) = (FCB) 
.۸ = 1 وبالتالي‎ ٣ = 0 وهذا يناقض کون 1 = ((ع)/)0. أي أن‎ - 
:)4( ارهن 'بطريقة مشابهة الخاضة‎ 


. لیکن 5ع) ”كرك × عندئذ فإن‎ f(g) ={x:xeG, نعلم أن (اع > )ار‎ -١ 


(۶)8 = 'ع = )ير ومنه =٤‏ (د“-ج)ر وهذا يبين لنا أن “ربع ع +ع وبالتالي 
x € g.Kerf‏ آي أن .Ker‏ ۽ c‏ (5) ۶ . لیکن 77م.ج € z‏ عندئذ € ع بع = 
حيث ا٤ک e‏ × ومنه 'ع = (٭)/(ع) ۶ = (2)/ وهذا يبين لنا أن (ع) > 2 
وبالتالي (اع) "۶ > .ع . مما سبق نجد أن .ع = )۶ . 

۲- واضصح أن © > (&) £1 + © لا € - f (e)‏ . لسيكن 77000 € x,y‏ 
عندئذ © ع ر,× وأن ٤‏ > (7)/,() ومنه 

FOOT = FOF) = fy) € E 
.6 أي أن (&)/ > ".× وبالتالي (1)/ زمرة جزئية من‎ 
إن )7/7 زمرة جزئية من ©. ليكن © ع ۾ ولنبرهن أن‎ )١( قوف‎ 
. رع‎ (Kg ترك‎ 
! ج عندئذ 6 ع 7ج22 وأن‎ ٤ ۶٦ )&( ليكن‎ 
` f(g2g')= “[(ع)ر]كازوارء (تع)ر(ع)ررع)ر‎ c & 
.© وهكذا نجد أن (&) ۶7 ح "7 ع(£) ٣ع وبالتالي الزمرة () "۶ ناظمية في‎ 
لنفرض أن (ه) = رع . لیکن © ع 4,5 بحيث (5)/ = (۵) ر ومنه‎ - ٤ 


يكل 





(OLO = f(7 (b1) = f (ah) =e 
وبالتالي »× > "ى أي أن + = "طه ومنه 6 = 4 و التشاكل ر متباين. لنفرض أن‎ 
عندئذ (©) ر ا اق ون ووا‎ 2 e e۶ كر متباين» و لیکن‎ 
„ Kerf = (e) 
من المبرهنة السابقة تقول أن نواة أي تشاكل زمري هي زمرة جزئية‎ )٤( الخاصة‎ 
۰ . ناظمية. المبرهنة التالية تبين لنا أن عكس هذه الخاصة صحيح أيضا.‎ 


ميرهنة 5-5, 

لتكن © زمرة. او ا هي نواة لتشاكل زمري غامر. 
البرهان. ٠‏ 

لتكن 7 زمرة جزئية ناظمية في 6. ولنأخذ العلاقة 6/7 ج 7:6 المعرفة بالشكل. 
© > ج فإن #رع = (ع)ج.. واضح أن العلاقة + تشاكل لأنه 6 > ,ع .ره فإن 

(ي2)8(رع)ه = (ليع)( الع) = Z(818:) - (8,82)F‏ 

كذلك جر غامرء لأنه 7 / © ع 77" فإن © ع × وبالتالي 71× = ()2 . 
لنبرهن على أن 87 = .Kerz‏ لیکن 2 e‏ عندئذ 7 = قلط = x(h)‏ ومنه he Kerz‏ 
آي أن eR .H c Kerz‏ عندئذ 17 = z(k) = KH‏ ومنه k € FH‏ وبالتالي 
مط ماي كيد REESE‏ 1 
تعريف. . ظ 

لتكن © زمرة و8 زمرة جزئية ناظمية. نسمي التشاكل الزمري الغامر 
7 ج 2:6 المعرف بالشكل #رع = (ج)ج2 ,© ع۷ التشاكل الطبيعي 
(القانوني الغامر). 


0 0 


لتكن 6,6 زمرتين اختياريتين و6 ج ۶:٥‏ تشاكلاً زمرياً. نقول عن /رإنه تمائل 
إذا كان “ر متبايناً وغامراً. ونقول عن الزمرتين 6,6 إنهما متماثلتان إذا وجد بينهما 
تمائل» ونعبر عن ذلك © بم 


AY 




















ماذا يعني وجود تمائل بين زمرتين؟. 
00 أنه لدينا طالبان أحدهما عربي والآخر إنكليزي. إذا طلب منهما عد مجموعة 
حم فإن الطالب العربي يقول واحدء اثنان» ثلاثةء ره ...والطالب الإنكليزي 
يقول 0۲,۰0 three,‏ و0-. هل الطالبان يقومان بأشياء مختلفة فى هذه الحالة؟ 
بالطبع لاء فكلا الطالبين يقومان بعد مجموعة الكتب ولكن يستخدمان لأجل ذلك 
مصطلحات مختلفة. أيضا الطالب العربي يقول اثنان زائد ثلاثة يساوى خمسة بينما 
الطالب الإنكليزي يقول 06 = 66/ + «:مم. في هذه الحالة 2 كلا الطالبان 
يعبران عن عملية الجمع ولكن بمصطلحات مختلفة. وهذه حال الزمر المتمائلة. 5 
0 لدينا زمرتان متمائلتان فهذا يعني أن هاتين الزمرتين متشابهتان ولكن الفسرق 
بينهما يكون غالبا في المصنطلحات أو طبيعة العناصر. بمعنى آخر الزمر المتماثلة 
تملك الخواصن الجبرية ذاتها ١‏ 
العلاقة الهامة بين التشاكلات الزمرية وزمر الخارج نوردها من خلال المبرهنة 
التالية والتي غالبا ما تسمى النظرية الأساسية للتشاكلات الزمرية. 
ور 05د( مبرهنة التمائل الأولى Jordan 1۸Y*‏ ). 
لیکن © ج © : ر تشاكلاً زمرياً. عندئذ: 
f -١‏ مناه معز .GI‏ 
- إذا كان ر غامرا فان © ب رم /ج. 
اليرهسان. 
١‏ = لنعرف العلاقة ثر ص[ ج #ءء / : م بالشكل التالي: 

Vg.Kerf e G!/ Kerf ; p(g.Kerf) 0 1 ۰‏ 
لنبر هن في البداية أن العلاقة م معرفة جيداً. ليكن G | Kerf‏ ع vx.Kerf,y.Kerf‏ 
بحيث = x.Kerf‏ عندئذ e۲‏ = تمع زمر ) ود بالتنالي (x.y) e Kerf‏ 
ومنه + = (بز. ).أي أن (مراثر = (تدار . وهذا يبين لنا أن العلاقة م تطبيسق» 

كذلك م تشاكل لان 


A 











P{(x.Kerf Xy.Kerf)] = p(axy.Kerf) = f (xy) = 


= f(%)f(Y) = p(r.Kerf )p(y.Kerf) 

أيضا ص متباين» لأنه إذا كان (ر) ۶ = (٭) /. فإن ع = (ر )م وبالتالي e ۸e1‏ برا × 
ومنه .x.Kerf = y.Kerf‏ وهو غامرء لأنه إذا كان / صا e‏ 2 فإن ()ر = 2 حيث 
© چ x‏ وبالتالي x×.Kerf € 0 / Kerf‏ وأن z‏ = () ۶ = (1677.)م . مما سبق تجد 


أن .G/ Kerf x G‏ 
۲ - ينتج مباشرة من )١(‏ لأنه في هذه السا يكيان 206 ا 
مبرهنة أخرى تتعلق بالتمائلات ات الزمرية نوردها لآن: 
مبرهنة 4-5.( مبرهنة التمائل الثانية). 
لتكن © زمرة و .77 زمرتين جزئيتين من ©.إذا كانت الزمرة الجزتية ۸ 
ناظمية في » عندئذ ۰ 
HKIK = KHIK =(HUK)IKxHIH NK‏ . 


' البرهسان.‎ 
ومنه‎ KH = HK =(H u K) وجدنا سابقا (المبرهنة ه-١-4) أن‎ 
 HKIK=KHIK=(HUK)/K 


لنبرهن أن ^K‏ 27 / 27 بد ع[ / 111 . 
لنعرف العلاقة ۸ / 1 ج 87  :‏ بالشكل التالي: 77 ع7 فإن 1/1 = (0) ٠1‏ 
واضح أن العلاقة ر هي تطبيق. . كما أن ۶ تشاكل لأنه ' ش 

f (hh) = (hl )K = (hd لي )ل‎ = f(h;)f(h,) فإن‎ Vh,,h, e H | 

كذلك ير غامز لأنه إذا كان 16 / 8776 ع عر فإن بر = بر حيث 21 e‏ بز 


وبالتالي ۸ = بر حيث keK‏ ,ع وهكذا نجد أن 


y = yk = (hE)K = (hK)(kK) = (hK)K = hK 


و يما أن he H‏ نجد أن نر = ۸K‏ = (7)/ وحسب مبرهنة التماثئل الأولى فإن 


a € Kerf ليكن‎ .Kerf = H ^K لنبرهن الآن علي أن‎ . 2 / Kerf x 277+ / + 











عنائذ a € FH‏ وأن غ1 = ak‏ = (4)/. وهكذا فإن ل ع ۾ وبالتالي FH ^K‏ ع © أي أ 
Kerf c H NK‏ . كذلك إذا كان 16 م 8 be‏ فإن K‏ = غ5 = (0) وبالتالي 
be Kerf‏ ومنه NK cç Kerf‏ 11 .وهذا يبين لنا أن .م FH‏ = 77 . مما سبق نجد 
أن „«HKIKxrHIHNK‏ 
مبرهنة أخرى ا الزمرية نوردها فيما يلي: 
مبرهنسة ١-٠.(مبرهنة‏ التماثل الثالثة). 
لتكن © زمرة و 11,۸ زمرتين جزئيتين ناظميتين في © بحيث 8 ح ۸ . عندئذ: 
-١‏ الزمرة 1 ناظمية في ٣1‏ . 
-١‏ الزمرة × / 27 ناظمية في 6/16 . 
اع ور ره عو 1 
اليرهسان. ٠ ٠‏ 
-١‏ ينتج من المبرهنة (--؟). 
؟ -سوف فبرهن أن الزمرة /27 هي نواأة لتشاكل زمري منطلقه الزمرة »1 /6. 
لنعرف العلاقة 7 / © ج 6/۸ :مص بالشكل التالي: 
q(gK)= gH |‏ :1 / 6ك كزء ٠"‏ 
إن العلاقة م تطبيقء لأنه ایا كان ۸ G/‏ © رع ,رع بحيث رع - رع عندئذ 
gı c gH‏ = رع € رع ومنه ش 
gH‏ = ع أي أن (gk) * (gE)‏ 
كما أن س شاکل لان 
K)‏ :0(8( ,هم = 22K] = (gıg2)H =(g, Hg)‏ يع )ام = ليع كلرو)م 
لنبرهن أن ۸ / ]1 = Ke‏ . لیکن ٤٣9‏ ج ×٤‏ عندئذ 27 = 81× = :)م ومنه 
xe £‏ وهكذا فإن 17/16 ع x‏ أي أن £ / 13 ج .Kerp‏ لیکن £ / 17 e‏ ر عنائذ 
eH‏ ومنه 17 = (yK) = yH‏ أي أن ې .yK& e Ker‏ ول 1 
٠‏ مما سبق نجد أن © / 2 = مم26 . وبما أن الزمرة م e‏ ناظمية في £ 1 نجد أن 
الزمرة ع[ / 87 ناظمية في +1 / 6. 
1A٦‏ 





- الإثتبات أن 7 / © به (& / 27)/( )G/‏ يكفي أن نبرهن أن التشاكل م المعرف . 


في (۲) غامر.. لیکن ۸ / © © 2 عندئذ 217 = 2 وحيث © © 2 ومنه >1 / 6 ع ج وأن 


=z‏ 71د = p(zK)‏ وهذا يبين لنا أن التشاكل م غامرء وحسب مبرهنة التماثل الأولى 
نجد أن 7 لج o (GIK)lKerp=(GIK)K(H | K) x‏ ` 
واحدة من أهم تطبيقات مبرهنة التمائل الأولى هي الحقيقة التالية: 


مبرهلة *"- اج 
ليكن 1 < 7 عدد صحيح. عندئذ: »Zlr)a‏ 
البرهبان. ` 


٠‏ عزف العلاقة 2 ج 2 :م بالشكل التالي: 
vVme 2: pm) = = m(mod— 72)‏ 
أن العلاقة م تطبيق وأن هذا التطبيق هو تشاكل لأنه 2 ع 25 ا 
pm, +m) = = (i, + M1, (1000- A = m, MOd— n +m, mod-n =‏ 
p(n, ) + p(n, ) 0-6 -‏ = 
وذلك بالاعتماد على المبرهنة (4-5-1). كما أن التشاكل م خان ند ازا کان 


واضح 


eZ,‏ ء فإن 7 se‏ وأن ۸ > ى ومنه ى = م -200اى = (ى)ت . وهكذا حسب مبرهنة 
التماتل الأولى نجمد أن , ند © 16 / ١.2‏ لنبرهن 5 أن () = e‏ . لیکن 
x e Kerp‏ عندئذ 0 = م (x) = xmod-—‏ ومننه 2177 = × حيث ٠ mez‏ أي أن 
x € nZ = (n)‏ وبالتالي (۸) ج م6 ا لیکن (۸) ء بر عندئذ ۲ = بر 


حيث 2ع + وبالتالي 0 = 04-۸ ر = (y)م‏ أي أن م" ع رر . وهكذا نجد أن 


0 .2/)71( مما سبق نجد أن («) = و . وبالتالي ,2 نه‎ . (n) cç Kerg 


مبرهنة هامة أخرى تتغلق بالزمر المتمائلة وبشكل خاص بالزمر الدوارة التي 1 


تسمى مبرهنة التصنيف للزمر الدوارة. . وهذه المبرهنة من جهة تصنف لنا الزمر 
الدوارة غير المنتهية ومن جهة أخرى تصنف الزمر الدوارة المنتهية من حي ِ 
المرتية. ' 


AY 














مبرهنة ۷-٦‏ 
القضايا التالية صحيحة: 
-١‏ أية زمرة دوارة وغير منتهية تمائل الزمرة 2 
-١‏ جميع الزمر الدوارة وغير المنتهية متماظة. 
كل زمر دوارة منتهية ومرتبتها # تمائل الزمرة ,7 
جميع الزمر الدوارة اميه لت لها لمرطة ذانها ا 


البرهان. 
١‏ - لتكن (4) = © زمرة دوارة وغير منتهية. ولنأخذ التطبيق © ج 2: كر 
المعرف بالشكل 


E J (7) = a" 
.G واضح أن التطبیق ر هو تشاكل متباين وغامرء أي أن 2 ب‎ 
؟ > ينتج من(١) وبشكل.مباشر.‎ 
لتكن (ه) = © زمرة دوارة منتهية مرتبتها #. ولنعرف العلاقة © ج ,2:ص‎ 7 
بالشكل التالي "4 = (1 )م‎ 
ومنه‎ 0 1111 <n التطبيق متباين لأنه 2 € واسى 7# فإن‎ 


: ,2 » ۷ فنجد أن العلاقةم هي تطبيق وهذا 


"لل ع الأو جه رارز = ,7 


> 60)1,( = P(r) 

كما أن م غامرء لأنه إذا كان © > ر فإن ”۾ = ر حيث ”> م > 0؛ أي أن ,2 > ى 

وبالتالي ر = ۾ = (مين. بكسي أن نيرفن أن م تشاكل» وهو كعدذلك 
لأنه ,2 € رو۷ فإن 


n, +, mM, +My > 7 
A1, 3 HM > 
111 FM, - 7 772 + ج ث7‎ 7 
1 2 1 2 
وبالتالي‎ 
a" + م‎ a" g2 mM, +My بره‎ ۱ 
(#1, (= m+n, ~n __ My a My lla 3 
0 = a" a" aq" = كن كي‎ nm, +n 2 2 ) 
= p(t, 0(2) 


١ لم1‎ 





وهكذا نجد أن م تمائل» أي أن ,2 × ©. 
4 - ينتج وبشكل مباشر من (0)5, 
لنورد الآن واحدة من خواص التماثلات الزمرية المتعلقة بمرتبة العنصر والتي 
ضرورية لنا في المستقبل. 
تمهيدية 5-/. 
لیکن © ج © :/ تمائلاً زمرياً وليكن © ع ۾ . عندئذ ((0) [)0 = (0)0. 
البرهسان. 
لنفرض أن « = زه)ه: وأن 7# = (()/)0. عندئذ ع = "[(0)/] = "[(7)0] ومن 
فان يقىبِىم 7 أي یو جد 2 ٤‏ بحيث 7:1 = 7 . من جهة أخرىء نجد أن 
ع = ”ى = ”4 وبالتالي العدد ۸ يقسم 72 ومنه يوجد 2 € , بحيث ور = :م وهكذا فإن 
ويم - n‏ = م وهذا يبين لنا أن 1 = ٤ء‏ وبالتالي ]= مع ى أي أن 77 = ۰21 م 
أنور د الآن بعض الأمثلة على الزمر المتماثلة وغير المتماثلة. 
قال 
الزمر التالية متمائلة  2700(‏ ,,7 .(7)5 أي 
ّْ (7700 ,2 سه (5) نا 
0-6 : 
نعلم أن ,2 زمرة دوارة مرتبتها 4. لقد وجدنا سابقا أن(00)/] هي زمرة مولدة 
بالعنصر 3 ومرتبتها 4 ومنه (10) 0 :> 2 . 
لندرس الزمرة (1,2,3,4) = (57)5. نلاحظ أن 
ّ' 32 ,33-4 ,31-3 ,3-1 | 
مما سبق نجد أن (3) = (7)5: أي أن الزمرة (7)5] دوارة مرتبتها 4 ومن 
,2 به (5)] وهكذا فإن (10) 5 ہ ,2 ہ (5) ل1. 
مثال. 
7 تان (10) 0 ,(1702 غير ا 


۱A4 

















١ الحسل.‎ 


لندرس الزمرة (1,5,7,11) = (6702. نلاحظ أن 1= 1,11 = eg‏ 
أن 1= 2د .vVx U2);‏ 
لنفرض جدلا أن (10) 7 < (12) 7 ولنرمز لهذا التمائل (12)/] ج (10) 7:ص فنجد أن 
: 1= *[(3)م] = (3(6)3)م = (3.3)م = (9)م 
كما أن 
7 1= *[(0)م] = (0)م()م = (0.1م = (0م 
ومنبه (1)ص = (9)م بينما1 9 وهذا يناقض كون م. إذن الزمر تان 
(100 .(12)] غير متمائلتين. ظ 
تطبيق. 4-5 ٠‏ 
: ما هو عدد التشاكلات الزمرية من الزمرة ر2 إلى الزمرة وو2 
الحسل. 
لیکن ر2 ج 2 :م تشاكلاً زمرياً. ہما آ2 دور مرل يباام دد آي 
(1) = 2 عندئذ أيا كان 2 © / فإن (1)مK‏ = (6)م وذلك حسب الخاصة (۴) من 
المبرهنة .)١-5(‏ وهذا يبين لنا أن التشاكل م يتعين بشكل تام بمعرفة (1)م . لنفرض 


أن ۾ = (1)م عندئذ هم = 600 وذلك أيا كان ,2 € ۸ ا 0012 و هت 


. الخاصة () ف ال ا )١-5(‏ فان )(0. تقسم 12 كذلك )0(4 تقسم30. أي 
أن (0)9 تقسم 0 في آن واحد. وبما أن المجموعة (0,2,3.6) هي القواسم 
. المشتركة لكل من 12,30 فإن (1,2,3,6) © (0)4 وبملاحظة أن عناصر الزمزة م2 


التي مراتبها 1,2,3,6 هلي (25 1221111 نستنتج أن (20,25 ,0,5,10,15) > a‏ ` 


ومنه قيمة (1) لھا ستة اا وهي 


5 = (1 )م ,20 = (1)م ,15 = ()م ,10 = )5,9(1 = )1م ,0 = o)‏ 
وهذا يبين لنا أنه توجد ستة تشاكلات زمرية من الزمرة ر7 إلى الزمرة وو2 


15 


توجد علاقة هامة بين الزمر الجزئية وتقاطعاتها سوف نوردها من خلال المبرهنة 
التالية: ش 
مبرهنة .١٠٠١-١‏ 
لتكن G‏ نه اندو عا اسفن تنك ل 4 ناظمية 
في 8 و © ناظمية في 2 . عندئذ: 1 
- الزمرة (© ۸ 4)8 ناظمية في (2 ۸ 4)8 : 
؟ - الزمرة (4 م )2 ناظمية في (0)2628. 


“ABND). CDNB) _ 
ممم‎ C(Dn A4) 


البرهسان. 
١‏ - بما أن الزمرة 4 ناظمية فى 8 وأن 8 > (€ 0 4,)8 فإن (€ ^ 4)8 


زمرة جزئية في 8. لنأخذ العلاقة ERS‏ المعرفة بالشكل = e(‏ )٤ر‏ أيا 
ن ص8 ء + من الواضح أن كر تشاكل متباين. من جهة أخرى: بما أن الزمرة 
© ناظمية. في 2 لنأخذ التشاكل القانوني الغامر 12/0 + 1 :م المعرف 
بالشكل )0 = (2)م وذلك أيا كان 7 ع 4 عندئذ ش 
DIC‏ ج ممق : رهم = 
هو تشاكل زمري وأن Kerw = BC‏ لأنه إذا E‏ فإن 2 ^8 ع © 
وأن © = ()/ ومنه 
aC‏ = (م)م = ((ه) )م = C = (a) = po f(a)‏ 
ل 20 = حم زم 8) ae‏ لأن D‏ € وبالت الي 
ل عجم2»ء م وبما أن مح © فإن 8۸2 ء ا ومله 
5 - (6)/ كما أن ىك 0 
f(b) = p(f(b)) = p(b) = be = c‏ دم = (Db)‏ 
أي أن Ker ing be Kery‏ ح “BNC‏ مما سبق نجد أن Kery = B^ C‏ 
وبما أن الزمرة سن ناظمية قي 2 ۸ 8 فإن الزمرة 8626 ناظمية في 2 ۸ 8 . 


- 

















ACNCAND= ACND=C(AND) 





مما سبق نجد أن 
BNDNd4BNC)= BNDANBNCAN AC = BN DACAn AC =‏ 
A(BNC)JNC(AN D)‏ = 
بالتعويض في العلاقة (*) نجد أن 
ABND) | BnD 2 BnD‏ 
ABNC) BRNDNABNC) 4BNCO)NCAND)‏ 
بطريقة مشابهة نجد أن 
C(BND) | BNP‏ 
C(AND) 4BNCO)NC(AND)‏ 
ABND) C(DNB)‏ 
ABNC) C(PDn 4A)‏ 
مبرهنة .1-٦‏ 
ليكن © ج :م تشاكلاً زمرياً غامراً. لنفرض أن 55 هي مجموعة كل الزمر 
الجزئية في © والتي كل منها يحوي م56 و أن 5 هي مجموعة كل الزمر الجزئية 
في 6 عندئذ 1 
١‏ - يوجد تطبيق متباين وغامر بين 5 ,5 . 
۲ - لتكن 5 > 28 الشرط اللازم والكافي كي تكون الزمرة 7 ناظمية في © هو أن 
تكون الزمرة(7) ناظمية في © . 


وهذا يبين : ‌ 0 


#اشبيق ل رمز جرفي و © غ ن E‏ 
البرهسان. 
١‏ - لنعرف العلاقة 5 ج 5 : © بالشكل التالي 
7 = )م VH e3; F(H)=‏ 
واضح أن 7 زمرة جزئية في © أي أن 5 > 7 وذلك لأن م تشاكل حسب 


المبرهنة .)١-1(‏ كما أن العلاقة 7 معرفة جيدأء لأنه إذا كانت 5 ء ۴1,۸11 




















بحيسث ,21 = ,11 فإن (ر11)م = (,11)م ومنه (ر11) = (,5)187. لإثات أن 
التطبيق 7 نقابل يكفي أن نبرهن على وجود تطبيق 7:55 
يحقق ,1 = @7,چ1 = 97. ٠‏ 
لنعرف علاقة 5 ج 5 : 7 بالشكل التالي 
VKeS; F(K)=0(K)‏ 
إن )© زمرة جزئية في © تحوي م16 ومنه5 ء (&) "م لأننه أيا كان 
هع ۽ فإن غ1 € € - (هو)م ومنه (7) مع عم وهذا يبين لنا أن 
(6)16 تمعز أي أن 5 ع (&)"م. كما أن العلاقة 7 معرفة جيداء لأنه إذا 
كانت ۶ ع KK‏ بحيث K, = K‏ عندئذ أيا كان xe p^ (K)‏ فان 
۸ = £ € تس ومنه (,7)1م ع +. مها سبق نجد أن (,&) ٦م‏ ے (£)م. 
بشكل مشبه نجد أن (,&) م > (ر&) © ومنه 
(7)162 = (,ك1) م - (6ل) 7م F(K)=‏ 
لنبرهن على أن يج = ٥7‏ 7۔ لیکن 5 > 8 عندتذ 
((01)م) م = ((7غ)م )م = ((7)©)81 = o P(H)‏ 7 
لنبرهن على أن 87 = ((11)م) م . لیکن ((87)م) 7م ء بر عندئذ (11)م > (نز)م 
ومنه يوجسد 77 ع | بحيث ()ه = (نز)م ومن ه 2 = (!#نر)م أي أن 
لح e Ker‏ “بر وبما أن 7 ع نجد أن تدع بر وبالتالي 17 ج ((8)م) ! م . 
من جهة أخرىء لیکن 87« عندئذ (11) > (ند)م ومنه ((77)م) ”مج د أي 
أن (([8)م) م ح 1 مما سبق نجد أن 87 = ((77)م) !”م . وهذا يبين لنا أن 
VHS; Wop(H)=H‏ 


٤ 


بالتالي +7 4 = op‏ 72 
لنبرهن الآن على أن پا = ٥7‏ @. لیکن 55 ج 7[ عندتذ 
(MM)‏ “مهعم = (M))‏ 7م)5 = poF(M) = F(Z (M))‏ 








لنبسرهن على أن 7 = ((17)-©)م. ليكن ((11) 7م)م ٤‏ × عنائذ 
یوج د (7) "م ٤‏ 2 بحيث 17 ع (2)م =× ومنه نجد أن ۸1 ع ((14)' 6)8. 
لیکن 7 ء در وبما أن التشاكل م غامر يوجد ٤6‏ ۽ بحيث /1 > ر = (ع)م 
ومنه (17) "م ٤‏ ع وبالتالي ((00) ' ©)م ء (5)م = ر أي أن ((7)34م)م ‏ /1. 
ا أن 7 = ((لة) لمام وهذا بين لنا أن 

VAM e3; Po¥(M) = M 
ومنه +7 = 07 وهذا يبين انا أن التطبيق 7 تقابل.‎ 
. ج © 1عكل‎ HF عندئذ‎ F e 5 لتكن‎ - ۲ 
فإن‎ )١-5( لزوم الشرط. لنفرض أن الزمرة 7 ناظمية في © عندئذ وحسب المبرهنة‎ 
الزمرة 7 = (27)م تكون ناظمية في الزمرة © = (6)0 . ش‎ 
كفاية الشرط. لنفرض أن الزمرة 7 = (67)م ناظمية في الزمرة 6 = (6)0 وحسب‎ 
. 6 فإن الزمرة 8 تكون ناظمية في‎ )١-5( المبرهنة‎ 
لتكن .5 ع زمرة جزئية-ناظمية في € وحسب( كن الزمرة 17 ناظمية‎ - ۲ 


2 6 86 
في 6 . بفرض أن چ ج6: : :و التشاكل القانوني الغامر عند تك چ ج 6 pov:‏ 


GE G :‏ 
تشاكل زمري غامر وحسب المبرهنة )١-5(‏ فإن ہ ے. لنبرهن على 





أن p = FH‏ ه Kery»‏ » لیکن مص ه :7ع ع بر عندئذ 


vo p(y) = v(p(y)) = p(y)H = 7‏ 
ومنه (27)م = 7 > (بر)م وبالتالي 11 = ((87)م) "م ع ر أي أن 1ل Kero p c‏ . 
لیکن 2 ٤‏ 7 عندتئذ : 

vo (lh) = v(p(R)) = v(h) = 83 = H 
ومنه نجد أن م ه بع ج ۸ . مما سبق نجد أن 7 = ص ۷۰٣٥ء وهذا يبين تنا أن‎ 
G 6 


2 7 


00 


EÛ 











بالعودة إلى التطبيق السابق يمكننا ملاحظة أن 6 = (800)12,30. وهنا يحق لنا 
التساؤل إن كان بالإمكان تعميم النتيجة السابقة من أجل أي عددين صحيحين موجبين. 
المبرهنة التالية تعطينا جوابا ايجابيا على هذا التساؤل؛ ولإثبات هذه الحقيقة سوف 
نذكر بتابع أولر. 
تعریسف. 

نسمي التابع "۸ ج :م المعرف بالشكل التالي: N‏ © ۷۸ فإن 1 = (6)00 
عندما 1 = م . وعندما 1 < ۸ فإن 5 = (6)0 حيث ى هو عدد جميع الأعداد N‏ € / 
والتي تحقق قق ۸ > ۾ وأن 1= (7,#)0عع . 

سوف نقبل الحقيقة التالية الخاصة بتابع أولر من دون برهان. 
مبرهنة 19-5. 

E‏ توي رزو ف كن 

2 (4)م‎ =gcd(k,n) 


حيث إن المجموع مأخوذ على جميع القوا سم المشتركة © للعددين ٠١4,7‏ 


ميرهنة ۱۳-۹. 
إن عدد جميع التشاكلات الزمرية من الزمرة ,2 إلى الزمرة ,2 يساوي 
gedik, n)‏ . 
البرهسان. 


لدينا (1) = ,2 ومنه أي تشاكل زمري ,2 + ,2 : /ر يحقق (0// = (7)/ وذلك 


أيا كان ,2 ع . وهذا يبين لنا أن التشاكل ر يتعين بشكل تام بمعرفة ()/ . لنفرض .. 


أن ۾ = (01)/ . بما أن ” = (0)1 وحسب الخاصة (۳) من المبرهنة(5-١)‏ فإن (©)0 
تقسم 71. كذلك بما أن 7 ع ۾ فإن (0)6 تقسم ۸. لنفرض أن 4 = (0)6.. إن © قاسم 
مشترك للعددين ,4 . من جهة أخرىء بما أن © يقسم / فإنه حسب المبرهنة(5-١1-‏ 
k‏ 1 
4) توجد في ,2 زمرة جزئية واحدة ف قط مرتبتها 4 وهي ([6). وحسب المبرهنة(]- 


۸-۱( فإن كل عدد ‏ أصغر من 4 ويحقق 1= (0)5,4مع يكون مولدا لهذه الزمرة 
05 





/ 71 


الجزئية. وحسب تعريف تابع أولر فإن عدد جميع مولدات الزمرة 8 يساوي (6)4 


حيث م تابع أولر. وبما أن كل تشاكل زمري من الزمرة ,7 إلى الزمرة ,2 يصور1 


1 
بأحد مولدات الزمرة|بك) وذلك من أجل كل قاسم مشترك 7 للعددين ”,۸ . وهذا يبين 


لنا أن عدد جميع التشاكلات الزمرية من الزمرة ,2 إلى الزمرة ,2 يساوي (0)4 رر 
2 


حيث أن المجموع مأخوذ على جميع القوأ سم المشتركة للعددين ,. وحسب 
ر )١١-‏ فإن (7 ٠ 0= = gcd),‏ 


نأتي الآن لدراسة العلاقة بين الزمر وزمرة ETE‏ 


. مبرهنة كايلي. لأجل ذلك لابد لنا من التمهيدية التالية: 


.١14-5 تمهيدية‎ 

لتكن © زمرة و ©  »‏ . عندئذ: 
-١‏ العلاقة © ج 6: 7 المعرفة بالشكل مجع = :)ج27 ,© ك ×۷ هي تقابل. 
؟- المجموعة (6 ع ج28 ,477 =€ هي زمرة بالنسبة لعملية تركيب التطبيقات. 
+- جع 0. 
البرهفسان. 

١‏ - نتركه للقارئ. 

؟ - واضح أن المجموعة © غير خالية لأن التطبيق ,7 هو عنصر من 6. كما 
أن © مغلقة بالنسبة إلى موولة كه الا اة نا كسان 72:77:26 
فإن © © 7 = = ,7ه ,7 وذلك لأنه أيا كان © € × فان 

153,00 =T,(T, (*)) =7, (hx) = g(r) = (gh)x - 1 )0( 

وهذا يبين لنا أن = ,7ء ,7. وبما أن العملية (0) تجميعية وأن © تحوي عنصر 
حيادي 7 واكل عنصر ,7 مقلوب هو ,7= "(,7)(تأكد من ذلك). نجد أن 


المجموعة © زمرة. 


1۹¥ 














۴ - لنعرف العلاقة © ج 7:6 بالشكل ,7 - (6)8 وذلك أيا كان © » ع. فنجد 
أن م تطبيق متباين» لأنه أيا كان 6 > /,ع فإن 

e G ©‏ :د" ,جز = يبو ج [ داع 

> 1, )( - T(x) Vx ع‎ © © 

©1, =7, > (هام‎ = ph) 

كما أن التطبيق م هو تشاكل لأنه أيا كان © ء ,چ فين ٥7,‏ 1 = ,ے1 = «أع)ت. 
ومن الواضح أن التطبيق م غامر. مما سبق نجد أن ص تمائل وبالتالي © بم ©. , 
مبرهنة 5- ه (Cayley -1854( .١‏ . 


كل زمرة تمائل زمرة جزئية من زمرة تباديل. 


البرهسان. 
لتكن 6G‏ زمرة و/ زمرة التباديل للمجموعة ©. حسب التمهيدية )١-5(‏ فإن 
دح 6ع 6., 


مور ا رة مايل الم 

لتكن © زمرة و8 زمرة جزئية من © و5 زمرة التباديل لمجموعة المرافقات 
اليسارية للزمرة 77 في 6. عندئذ يوجد تشاكل زمري ؟ ج 0: ته يحقق: 
١‏ ¬ قلي .Kera‏ 


؟ - إذا كانت > زمرة جزئية ناظمية في © تحقق 78 ح ڄ عندئذ همل ج ل . 


البيرهسان. 
لنفرض أن (77 > ۾ : 4427 = 34 مجموعة المرافقات اليسارية للزمرة 7 في © 
وأن 


S={T,:geG} 
7ه . ولنعرف‎ ٤ 14 حيث ۸1 ج إل : ,7 وأن 1( ع) = (87م) 7 وذلك أيا كان‎ 
العلاقة 5 ج 2:6 بالشكل ,7= (ع)2 وذلك أيا كان © ع م : فنجد أن العلاقة به‎ 
تطبيق لأنه إذا كان 66 يه.,ع بحيث رع = بع فإن (يو)ت - (رع)ه‎ 
(gH = (g,a)H ومنه‎ aH < 34 وبالتالي (27م) چ = (077)بع وذلك أيا كان‎ 


۹۸ 





أي أن (رع)ه = (رع)ه. كذلك التطبيق © تشاكل لأن = (ج#,#)ه وأنه أيا 
كان ۸1 > 7ه فان 
Tg, (a1) = (gر22)0H‎ = £ (gH =T, (ga) =‏ 
Tg (Tg, (aH))=T, oT, (aH)‏ = 

ومنه ,1ء 7= ,ي7 أي أن ( )2 5(ره)ت = (۰)88 

-١‏ لیکن ع e‏ ج عندئذ ,3 - (ج), ,7 - (ع)ه .أي أن ,7= ,7 وبما أن 
4ج 87 نجد أن و (8) - 8# ومنه فإن ع ع أي أن 
قي Kera‏ . 

؟ - اتكن £ زمرة جزئية ناظمية في € وأن 8ح £ عندئذ أيا كان © >6 فإن 
ak‏ = £ . ومذه أيا کان 2 ع / يوجد e K‏ '7 بحيث k = ak'a'‏ أي أن 
'68 - 86 ومنه نجد أن | 

T, (a) = (ka)H = (ak')H = a(k'H) = al 

ومنه نجد أن () = ,7 هو التطبيق المطابق وبالتالي 4٣ء۴‏ ع £ وهذا يبين لنا أن 
o Kc Kera‏ 


- 


لتكن © زمرة منتهية و © 2 17 زمرة جزئية من © تحقق أن مرتبة الزمرة © . 
لا تقسم !(: 6). عندئذ فإن الزمرة 8 تحوي زمرة جزئية ناظمية × من © 
بحيث .K +(e)‏ 
البرهسان. 
ليكن $ ج 2:6 التشاكل الموجود بحسب المبرهنة .)١5-5(‏ عندئذ فإن اء 

زمرة جزئية ناظمية تحقق 77 ح ه16 وأن "6ك / © تماتل زمرة جزئية مسن 
الزمرة 'ى حيث 3 هي زمرة التباديل لمجموعة المرافقات اليسارية للزمرة 4 في 

©. ومنه (1: ۸٤۲4‏ /©) بحسب مبرهنة لاغرانج تقسم !(11 : )G‏ = (5:1). ويما 
أن (1:©) لا نقسم !(8 : )G‏ فلن 1< (6::1ل). , 


1١8 











ت ارين تح كل( )٦‏ 


لكان 1 و فد م مرك فر ن نع :رقم و عد 

أ - بوجد تشاكل زمري من الزمرة () 7 إلى الزمرة (۸) 0 نواته () ,0 . 

ب ¬2 هه (2,/)1. 
الحل. 
. أ - ليكن (م)] > ند عندئذ ۸ > د وأن 1= (7,:)لمع . وحسب خوارزمية القسمة» 
يوجد 2 > ,و بحيث “+ مو = × وأن ‏ > ۲> 0. إن 0 د 7 لأنه إذا كان 0 = ” فإن 
مي = ×» أي أن / يقسم ‏ وما أن ۸ يقسم ‏ فرضا نجد أن £ يقسم كلا مسن بدءة, 
وهذا يناقض کون 1= (00):,7 . ومنه ۸ > ۲> 0. كما أن 1= (0)7,2مع»: لأنه إذا 
كان 1< 4# ع )# gcd(r,‏ جد أن ل يقسم / ولكون:/ يقسم 7 فإن © يقسم 7. من جهة 
أخرى» يوجد 7 > 8 ,۾ بحيث م0 - 7 ,4 = ۸K‏ ومنه 2(#4 + /9) = × وهذا يبين 
لنا أن © يقسم كلا من ,م » مما يناقض کون 1= (0)2,2ج8 . مما سبق نجد 
أن () 1 .١ >٤‏ لنعرف العلاقة (7)6] ج () 7 : م بالشكل 

VxeU(n); g(x}=r = xmod-k 

فنجد أن م تطبيق» لأنه (7) زاك بر ,×۷ بحيث ر = × فإن 2 x mod = ynod-‏ 
وهذا يبين لنا أن (بر)م = ()م . كذلك م تشاكل» لأنه وبالاعتماد على المبرهنة(١-‏ 
4-5) فإن 

e k = (xmod- K(y mod K) = p(x)p(y)‏ = (نزعتم 
لنبرهن أن (۸) ,€ = مع . لیکن م567 > × عندائذ 1 -]/ -1100< = (×)ص ومنه 
(م) لاع × وبالتالي (م) ,نا ج © Ker‏ . بشكل مشابه يبرهن على الاحتواء المعاكس. 
مما سبق نجد أن () 17 = «رم] . 





ب - لنعرف العلاقة ,2 <- ,رك : مر بالشكل م x mod-—‏ =( ورمع 9 . فنجد 
أن ر تشاکل زمري غامر وأن (/) = ۴ ؛ وحسب المبرهنة(5-) نجد أن : 
١2, (RK) 2,‏ | 
بي نقول عن الزمرة © إنها زمرة فتل إذا كان كل عنصر من © مرتبته منتهية أي 
*لرج (9)ه 2 VgeG;‏ ْ 
١‏ - إذا كانت الزمرة © هي زمرة فتل فإن أية زمرة جزئية من © هي زمرة فتل. 
١‏ -لتكن × زمرة جزئية ناظمية في ©. إذا كانت الزمسرة © زمرةفتل فإن 
الزمرة 1/ © هي أيضا زمرة فتل. 
۳ - لتكن > زمرة جزئية ناظمية في €. إذا كان كل من الزمرتين 1 و 6/۸ 
زمرة فتل فإن الزمرة © هي زمرة فتل. ٠‏ 
الحل. 
1 -واضح. 
؟ - لنفرض أن الزمرة © هي زمرة فتل وأن زمرة جزئية ناظمية في ©. 
وليكن 0/7 © عندئذ كلو = چ حيث 6 عج وبما أن الزمرة © هي زمرة فتل 
فان */7ء (ع)م. لنفرض أن م = (ج)0 عندئذ ش 
دع "ع = =(gK)"‏ "8 
وبالتالي تكون م = (چ)ه أي أن *37ء (0)8 ومنه الزمرة 6/۸ هي زمرة فتل. 
٠‏ ۳ - لتكن × زمرة جزئية ناظمية في © ولنفرض أن الزمرتين × و )/6 هما 
زمرتا فتل وليكن € ع ع . إذا كان عر عع فإن o((g)JeN’‏ . انفرض أن ۸K‏ © £ 
عندئذ G/K‏ ع g‏ ع وبما أن الزمرة 0/12 هي زمرة فتل يوجد meN*‏ 
بحيث ”= (0)7 King‏ "ع = (gK)"‏ - "8 = 16 وبالتالي فإن العنصر ۸ © "8 
وبما أن الزمرة × هي زمرة فتل فإن */3 ع:(”0)8 . لنفرض أن , = ( "0)2 


عندكذ ب = (ج)0. مما سبق تجد أن الزمرة © هي زمرة فتل: م 











TE‏ جتان قة EE‏ 8 6 عتسن التي 
و © ج :G‏ / تشاكل زمري و زمرة جزئية من الزمرة 6. عندئذ: 

. 1617 زمرة جزئية من © تحوي‎ /)£( - ١ 

؟ - إذا كانت 77 زمرة جزئية من ©0 تحوي 167 وتحقبق 2 ح (787)/ فإن 
1ع )ا £ 

الحصل. 

/ )&( فإن‎ )١-5( لتكن × زمرة جزئية من الزمرة € وحسب المبرهنة‎ - ١ 
زمرة جزئية من ©. لیکن 7م ع :د عندئذ غ1 ع 2 - )زر ومنە(K) كرع بر‎ 
. Ker > £" )£( وبالتالي فين‎ 

۲ - لتكن 7 زمرة جزئية من © تحوي ×٤١‏ وتحقق ۸ = (/3)/ وليكن 8ك / 
عنائنذ × = (11)/ > (۸)/ ومنه )تير ع8 أي أن (1) “ير 8 . لیکن 
(71)16]/ ع :د عندئذ فإن (37)/ = £ © ()/ ومنه يوجد 2 ٤‏ ر بحيث 


(«)/ = عي وبالتالي (١-2‏ نو)/ أي أن 7ج Ke‏ > “رود ومنهفإن ٠‏ 


e Hy = 7‏ × وھذا يبين لنا أن 28 ج (8)'ثر مما سبق نجد أن 27 = (12) ۹ ۰۲ , 
یکن 6 4 6 :م شاكلا زمریا شارا و ع وسرزة جرت فيل ع 
بحيث مه > م = (£ : .)G‏ إذا كان (£)1 ۳ = 8 عندئذ + - (27 : ©). 
الفيئل: 

لنفرض أن ۸= £K(‏ : ©) وأن )21 - 8 . ولنفرض أن 8,۸,8٠٠۰,‏ 
جميع العرافقات اليسارية المختلفة للزمرة ‏ في 6. وبما أن التشاكل ٣ر‏ فإنه يوجد 
© ,چ بحيث 8# =(,ع) لأجل جميع 7> 1ك1. انبرهن على أن 
1 ,ع “.1ع ,ع هي جميع المرافقات اليسارية المختلفة للزمرة 4 في 6. 
أنفرض أن قارع = g,H‏ عندئذ رع IG‏ ر8 ومنه 

E8, - 87 1 (رع)‎ = fer )f(g)= ferge f(D) cK 

وهذا يبين لنا أن ر = 2:1 وحسب الفرض فإن ر = 1. 


f» 


لتكن 17 مرافقة يسارية للزمرة ٣‏ في 06 عندئد Ûa,k ٤‏ = 6 € (8) ۶ ومنه يوجد 


i=l 
من أجله‎ ۸٤ × دليل م > >1 بحيث ۸(,ع)۶ = كج ع (ع)ر وبالتالي يوجد‎ 
2د وسا أن 26 عع افر أن و <2 عنداذ‎ 
(= f(g") - “((رع)ر)‎ f(g) = +ع + = بج اجج‎ 
٠ عع وبالتالي 1٣ع »ع وهكذا‎ ٤ ')K( = 7 (هاجع)ر ومنه‎ e £ أي أن‎ 


فان 8 بم = ٣ع‏ : مما سيق نجد أن - (2 : ١006©‏ 


ارين( ) 


-١‏ أثبت أن الزمرتين (10) 0 ,(8) 0 غير متماثلتين. 
- أثبت أن الزمرتين (12) 0 ,(8) 0 متماثلتان. 

-٣‏ لتكن © زمرة. أثبت أن التطبيق @ ج :٤ر‏ المعرف بالشكل ”ع = (ع)/ أياً 
كان © e‏ چ يكون تماثلاً للزمرة © عندما وفقط عندما تكون الزمرة © تبديلية. 

٤‏ - أت أن التطبيق (16) 0 ج (16) 0 :ى المعرف بالشكل ”× = (x×)ه‏ أا 

كان (7)16 ع × هو تمائل للزمرة (17)16. هل يبقى به تماثلاً إذا كانت قاعدة 





ربطه "دع نم ,=( 
ه- بين فيما إذا كانت الزمرتان (7)20] .. ,(24) 7 متمائلتين أم لا 




















ثبت أن التطبيق 0-78 E‏ هو تماثل لزمرة الأعداد العقدية بالنسبة إلى 
e‏ العقدية. 
/- لتكن 6 زمرة تبديلية منتهية مرتبتها E O‏ 
يحقق 1= (7 ged(m,‏ . أت أن التطبيق © ج ي : كر المعرف بالشكل "ه = (4) ر 
هو تمائل للزمرة 6 
۸- لنفرض أن وو ج 2 :مص تشاكل دك (01020) = .Kerp‏ | . إذاكان 
6 - (23)م » أوجد (6) ”مء ثم عين التشاكل م 
۹- ليكن ,,2 ج ,,2 : /ر تطبيقاً معرفاً بالشكل الثالي 3 - (2)/ر ‏ ,ن2٤‏ +۷. 
بين فيما إذا كان “رتشاكلاً أم لا. 
- انف رض أن (17)30 ج (6:17)30 تشساكل وأن (1,11) = م٣٥‏ . إذا 
كان 7 = (7)م أوجد (7)©» ثم عين التشاكل م . 
١‏ - لنفرض أن (40)] ج (77)40:ر تشاكل وأن (1,9,17,33) = ررمي . إذا 
كان11 ج (11)/ أوجد (11) ۲ء ثم عين التشاكل ر 
- لتكن © زمرة منتهية es‏ افد مرا بحت ا رة 
الذمنة 6 قل القسة على 10: 
aA‏ جر عق RANA‏ من ال ANAS‏ 
4 - ما هو عدد التشاكلات الزمرية من الزمرة ور إلى الزمرة ,2 


ملم 
هم 





الفصسل المسسابسع 


مسر م8 التمائسلات 


في هذا الفصل سوف ندرس أنواعاً محددة من التمائلات الزمرية. 

لتكن 6,6 زمرتين و 6 ج ۴:6 ر تشاكلاً ري تقول عن التشاكل / أنه تماشل 
زمري إذا كان / متبايناً وغامراً. إذا كانت © =€ فإننا نقول عن التمائل /رإنه 
أوتومورفيزم أو تماثل للزمرة ©. ونرمز لمجموعة تماثلات الزمرة © 
بالرمز (41)6 . 0 | 
تمهيدية .١-۷‏ 00 ۰ 

لتكن © زمرة. إن مجموعة تمائلات الزمرة © أي (©)/:4. تشكل زمرة بالنسبة 
لعملية تركيب التطبيقات. ظ 
اليرهان. 

نتركه للقارئ. ر 

إن أول من درس الزنمرة (4::)0 هو O.Holder‏ عام 7۳ وتلا 
6 عام 1895 وبشكل مستقل عن الأخر. من خلال المبرهنة التالية سوف 
ندرس خواص عن العناصر في الزمرة (©)/:41 . 0 
مبرهنة ۲-۷. 

لتكن 6 زمرة ةو EG‏ . ولتكن © ج 7:0 علاقة معرفة بالشكل 6+ فإن 
axa‏ = (×) ,7. عندئذ: : 
-١‏ ,7 تماثل للزمرةG‏ 

(Tl 1 - 
البرهسان.‎ 











۱ ت 3-3 3 
لیکن © © ,د بحيث ر ×= × عندئذ ' مره = هته وبالتالی 
(د×) ,7 - (»),7 أي أن العلاقة 7 تطبية أن التطبية ها : 
(x,‏ ي ان العلاقة ,7 تطبيق. كما أن التطبيق ,1 متباين؛ لأنه إذا كان 
() 7 = (,) ,7 فلن "مره = مجه وبالتالي × = د. وهو تشاکل» لان 
G(X; X2 Ja = (axa (axa) = T(x JT. (*»)‏ = )%172( 
كذلك ,7 غامرء لأند إذا كان © > بر فإن © > مر وبالتالى 


T,(a ya) = (aa )y(aa") = y 


وهذا يبين لنا أن التطبيق ,7 هو تمائل للزمرة © 


؟ > وجدنا حسب )١(‏ أن (,7) هو تمائل للزمرة © ويحقق 
T,o(T,) = 007 oT, =T,‏ 


ad 


ومنه أيأ كان 6 » × فإن 
TZ, (TOO - 1,017 ()) = x‏ 
وبالتالي × = 225 aT;‏ أي أن (x)= axa =T (x)‏ و وهذا يبين لنا أ 
1ء وهذا يبد ن 
1ع (7). 0 
لتكن 6 زمرة و €6 46. نسمي التماتل ,7 بالتماتل الداخلى للزمرة 6. نرمز 
لمجمو عة التمائلات الداخلية للزمرة © بالرمز (72)0 . 


خواص المجموعة (17:0)©6 وعلاقتها بالزمرة (©)/41. ندرسها من خلال المبرهنة 
التالية: ْ 


٠ ۴-۷ مبيرهنة‎ 

لتكن 6 زمرة. عندئذ: 
Inn(G) -١‏ زمرة جزئية ناظمية في الزمرة (©)4:24.. 
Imn(G) ~1‏ نه (©)2 /. 


اليرهسان. 


- لنبرهن في البداية على أن (©)171 زمرة جزئية من الزمرة (©)/:4 . واضح 
أن )تا (©)بت . كما أن © ع (): لأن العنصر (1777)0 © ,7ء حيث 
بر = ابيع = (0) 2 وذلك آیاً كان © ع ×. لیکن (2:7:)6 ع :2,3 عندئذ ایا 
كان © ٤‏ × فإن ش ش 
T,(b xB) = (ab` ')x(ba 1") =‏ = () ,1ه ,7= (T, eT," (x)‏ 
(ab ^ )x(ab 3 =7, (3(‏ = 
أي أن (2)6[ € ,7 - ٣ه‏ ,7. بهذا الشكل نجد أن (6)”«[ زمرة جزئية مسن 


٠ 41)6( ناظمية في‎ ]٨)6( فرعن الاك علق أن الزمرة الجزئية‎ AA 


ليكن (41)6 > م . ولنبرهن أن 
Inn(G)‏ ج op‏ 006 د 


ليكن "مص e po nC)‏ عندئذ يوجد (6)[ € ,7 بحيث ` ره ,001 = ⁄ 


ومنه أيأ كان © ٤‏ × فإن 
(pT )(( = e =‏ 3ه = (د) همه 1 W(x) = pe‏ 
)*( رم 1 = (a)‏ 7م :«(ه)ت = 


ومنه نجد أن 
Y= poT, op" =T,,, € Inr(G)‏ 
وهذا يبين لنا أن الزمر ة الجزئية (7””)6 ناظمية في الزمرة (©)41/1 . 


؟ - لنعرف العلاقة (©):7ه,1 ج 2 : © بالشكل التالي: أياً كان © عه فإن 
7 - (9)4. إن العلاقة © تطبيق» لأنه أياً كان © © ره ٩,‏ بحيث ,م = ,4؛ عندئذ 
axa‏ = هه وذلك يا كان © »ع × ومنه (2) , 0-77 1 وهذا يبين لنا أن 
,7= 77 وبالتالي (,م)9 = ( ,6)4 . كذلك التطبيق © تشاكل» لأته ويما أن 
1 = ( ,)0 ومنه أيآ كان © ع بر فإن 

fap, )0( = (aa) (a42) = a, (aya; ابه(‎ =T, (اجصريم)‎ =, °, )( 
اا ا ومد‎ 


27 


وهذا يبين لنا أن 1 




















(يه)© 6,(5)© = ,1ه ,7 = ,1 - (ردريه)9 . 

مما سبق نجد أن التطبيق © هو تشاكلء وهو غامر(تأكد من ذلك). وحسب مبرهنة 
التمائل الأولى فإن ( ۸)6[ × e۲0‏ /. 
لنبرهن الآن على أن (©)2 = ۲۵ء۸ . لیکن ۲۵ء۸ ع ۾ عندفذ ,7 - ,7= (60)0 
ومنه يا كان © > × فإن (+) :7 = () ,7 وبالتالي ×= مجم أي أن xa‏ = يه وهذا 


يبين ننا أن (©)2 > ۾» أي أن (©)7 > © . ليكن (2)6 ع 5 عندئذ أياً ' 


كان © ع بر فإن مر = بره ومنه ر = ' مره وبالتالي (ر) ,7= (بز),2: وهكذا 
فإن ,1= ,1 = (۵)©. أي أن © ح (7)6. مما سبق نجد أن (©)2 = ۲۵ء أي 
أن «G1Z(G) x Inn(G)‏ „ 

من أجل بعض الزمر المنتهية © فإن زمرة التماثلات (41:1)6 لها خاصة هامة 
جداء وقبل البدء بدراسة هذه الخاصةء لندرس التطبيق التالي من أجل ,,2 = 6 . 


7 05 
35 4 


لنأخذ الزمرة 2 = . لنوجد الزمرة (,م,1:)2 . 
ا 
لدينا 
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) = ور 
وهي زمرة دوارة أحد مولداتها هو1. ليكن ٠ e‏ إن > هو تماثل 


للزمرة ,,2 ومنه يا كان £ € ۸ فان 
kat)‏ = (ا)ج + ...+ al)‏ + زل)ج = )1 + ...+ 1+ a(k) = al‏ 
` ۰ ¥ 


k-~once GBC 


لنوجد قيمة (2)1. بما أنه تماتل للزمرة 2 فإنه حسب التمهيدية (8-5) فإن 
0 = (0)1 = ((2)1)ه. وأن 2 ع 1,3,7,9 هي جميع العناصر من ,,2 والتي مرتبة 
كل منها 10 (تأكد من ذلك). ومنه فإن قيمة (1)© لها أربع احتمالات وهي 

9 -()هم ,7-(20 aD0=3,‏ ,21 (0)ه . 


۰۹A 





لنقزض أن ,© هو التطبيق من ى2 إلى م2 والذي يصور ,رك ٤‏ 1 بنفسبه أي 1ج1 
وأن و هو التطبيق 3 ج1 وأن ره هو التطبيق 7 ج-1 وأن وه هو التطبيق 9 ج 1. 
لنبرهن أن كلا من بيه, ,ج ,ره ,ره هي تماثلات للزمرة وركد. لدينا 
ay)=9‏ ,7-(0)به a(D=1, a(D=3,‏ 
من الواضح أن ,ته هو التمائل المطابق. من أجل رى لدينا 3 = (1) به وأن 
a, (1) = 3+3 = 6‏ + (1) يه = (1+1) به = (2) ينه 
كما أن 
8- (6)به ‏ ,5ع(5)ي2 2.9 (4)ره ,9-(2,0 
0-(0)ب2 ,29)=7 ,2(8)=4 .1-(200 
بهذا الشكل-نجد أن ,,2 ج م7 : به متباين» وبما أن الزمرةى2 منتهية فإن زه 
غامر. وهكذا نجد أن التطبيق يه هو تقابل. لنبرهن على أن به تشاكل. 
لیکن ,,7 = 6,5 عندئذ: 
(5) به + (a +b) = 3(a +b) = 30 +3) = 2, (a)‏ ينه 
مما سبق نجد أن التطبيق ,,2 ج.,,2 : به هو تمائل للزمرة ورت 
بشكل كانه نهد أن كلذ من 2 هي أيضا تماثلات للزمرة ,,2. كما أنه على سبيل 
المثال به = په ٠‏ به لأن : 
(0)وه = 9- 3.3 = (3) ينه 00 و0 © ونه 
وهذا يبين لنا أن ره = به إه. وبذلك يمكننا الحصول على الجدول التالي بالنسبة 
إلى عملية تركيب التطبيقات المعرفة على الزمرة (,,41/)2 . 





جدول الزمرة (10) 0 























و0 | 22 1 6 | ا 
ا 
ِ 





جدول الزمرة (,,41:1)2 


وبمقارنة جدؤل الزمرة (,,4:4)2 مع جدول الزمرة (1,3,7,9) = (10) 0 ند أن : 


(00) نات رورظ) اك 


. إن النتيجة التي توصئنا إليها من خلال التطبيق السابق صحيحة لأجل كل عدد 


صحيح 1 < . ولإثبات هذه الحقيقة لابد لنا من المبرهنة التالية: 
مبرهنة ..٤-۷‏ ش 

ليكن 1 < م”' عدداً : عندئذ لأجل كل عدد صحيح « > > 0 ويجقق 
1= (0),7ع8 يوجد تمائل للزمرة ,2 . 0 
البرهان. ٠‏ 

ليكن ‏ > م >0 عدد مك سق و ر العلاقفة 
,2 ج ,7 :ص بالشكل التالي: أي كان ,2 € k‏ فان -لم .م = ()م . فنجد أنه 8 
كان ,7 ج ,۸,۸ بحيث رم = ۸ فإن ر۸× = ٣۸‏ وبالتالي 

rk, mod— nı = rk, 2200-2 ش‎ 

وهذا يبين لنا أن (,4)م = (,)م. كما أن التطبيق م متباينء لأنه إذا كان 


p(k, )‏ = (15)م عندئذ 7 -2200 rk,‏ = ۸ -2200 ,7 وحسب خوارزمية القسمة 


: يوجد / € 0027 بحيث 


rk, = 074 7‏ و ;1+ rk, = qn‏ وأن > > 0. 
ومنه «( يجو - ٠7) - (= )٩‏ لنفرض جدلاً أن 0 + ر - ,م عندئذ 20 ر4 - ر4 
وبما أن 1 = (7 gcd),‏ › يوجد 7 € 1,8 بحيث وو + ع 1 أي أن a e‏ كذلك 
5)٩, - 4(‏ = (۴- ,)”د ومنه (رے - ,و)(-1) =( - )٣ہ‏ وبالتالي 


1. 





SF(kK, ~ Kk) = (@, ~q,)—rt(q, -4(‏ 
أي أن ( رو - رو) = ((ر4 - )1+( - ٣)5),‏ ومنه فإن ١‏ يقسم (ره - ,4). بفرض 
أن ( ر4 - ,1)4 + ( kK,‏ - )1 - م نجد(رو- ,و) = ۲4. وهك ذا فان 
k,( = ra‏ - ,)× وبالتالي مه = ر - ۸ء أي أن 7 يقسم ر۸ - ,م وهذا يناقض کون 


. > ,۸ - 6. مما سبق نجد أن 0 = ر۸ - ر۸ وبالتالي و = ۸. وبما أن الزمرة ,2 


منتهية فإن.م غامرء وهذا يبين لنا أن تقابل. ولنبرهن على أنه تشاكل ليكن 
,€7 ,م عندئذ ٠‏ 
= 1 لوم ( 1+ r(k, + k, )mod- « = (rk,‏ = ريا + p(k‏ 
rk, mod n + rk, mod~ + = p(k, ) + w(k,)‏ 
وذلك بالاغتماد على المبرهنة(١-5-5).‏ مما سبق نجد أن م هو تمائل للزمرة ٠2,‏ م 
نأتي الآن إلى المبرهنة التي تبين لنا طبيعة الزمرة (,411)2 . 


'مبرهنة ا-ه. 


لیکن 1 < :: عدداً صحيحاً. عندئذ () ل نہ (م1/4)2ك . 
البرهان. ' 

ليكن ( ,4)2 > ». كما وجدنا في التطبيق السابق» فإن © يتعيين بتعين القيمة 
(01)ه حيث (77)7ء (1)ے . لنعرف العلاقة (م)] ج (,4)2/:ار : 7 بالشكل ااتالي: أيأ 
كان (,۸111)2 © فإن ()2 = ()7. فنجد أن 7 تطبيق» لأنه إذا كان 
e,8 e 4::1)2,(‏ بحيث 8 = بت فإن (6)1/ = (1)ے وبالتالي ()7 = (ه)7. كذلك 7 
متباين» لأنه إذا كان ()۲ = (ه)7 عندئذ (1) = (1) وبالتالي ایا کان ,2 ٤‏ ۸ فإن 
(1/60 = )م أي أن ()6 = (8)ت» ومنه ۶ - بم .بالاضافة لذلك فإن 7 غامرء 
لأنه إذا کان (7)0 ٣ e‏ فإن سم > م > 0 و أن 1= (#رم)لعع . وحسب المبرهنة(۷-٤)‏ 
يوجد تمائل م للزمرة ,2 وأن ” - ()م = (م)7 وذلك حسب تعريفم في 
امبر ميا تق نود ن2 قال لوعن على أن 7تساكل: 


ليكن ( ,41)27 ع م ,ے عندئذ 
































T(ao PF = ao (I) = جاه‎ 1+... + 1[( = e(D + (ل)ج‎ +--+ @(1) = 
/4()-unce 2)1(- مم‎ 
= 4(1)6() =7 (a)T(/) 
, تمائل.‎ 7٠ مما سبق نجد أن‎ 


توجد خواص أخرى هامة لتماثلات الزمرة بشكل عام و للتماثلات الداخلية للزمرة ٠‏ 


يشكل تخاصن. وأولى فده الخواض تور دهان خلال المبرهنة التالبة: 
مبرهنة 1-۷. 

لتكن © زمرة و8 زمرة جزئية من ©. الشرط اللازم والكافي كي تكون الزنمرة 
الجزئية ۶# ناظمية في © هو أن يكون 27 = (/5)/ وذلك أيأ كان (6)[ > ر . 
اليرهسان. 
الزوم الشرط. لنفرض أن الزمرة 7 ناظمية في ©» عندئذ ,7= كر حيث © > © ومنه 
ي كان 8ع 7 فإن 27 > O Saha‏ عازه وبالتالي 8 ح (8)ر. نيدن 
`> ع 2» عندئذ 2827 ع 2 وبالتالي يوجد 8 ع ۸ بحيث . 1 

ش (اكرع (وغاثر = )7ح لماه k=‏ 
أي أن ()/ ح 8 . مما سبق نجد أن 7 - (27)ثر» وذلك ایا كان (107)0 € ۶ . 
كفاية الشرط. لنفرض أنه أياً كان (©77)0 > ر فإن 87 = (87)/ . لیکن 8 ع :1» 
عندئذ ايا كان 6 ع ۽ فإن 8 = (7,)8ء (7,)5 - ”عع وهذا يبين لنا 
اليرت دوقع زنك لا كان معي أ !أن ازمر ناطمية فى 0 


نأتي الآن لدراسة نوع جديد من الزمر الجزئية وذلك بالاعتماد على زمرة' 


التمائلات.. 

للك 6 زمرة و 8 :زمرة جرئية من ©, تقول عن الزمزة الجزكية 7 أنها متميزة 
في ©» إذا كان 7 = (7) وذلك أياً كان (411)6 > ر . ش 

يعد 1:/5 6.7705 أول من أدخل مفهوم الزمرة المتميزة عام .1۱۸۹١‏ من 
التعريف السابق وبالاعتماد على المبرهنة(1-1) نجد أن مفهوم الزمرة المتميزة ما هو 


۹1۲ 





إلا تعميم لمفهوم الزمرة الناظميةء وهذا المفهوم يبين لنا أنه توجد علاقة هامة بين 
الزمر الجزئية لزمرة وبين زمرة التماثلات لهذه الزمرة. بعمض خواص الزمرة 
المتميزة نوردها من خلال المبرهنة التالية: 
مبرهنة ۷-۷. 

لتكن 6 زمرة. عندئد: 

. 6 أية زمرة جزئية متميزة في © تكون ناظمية في‎ -١ 
ءعندئذء إذا كانت £ متميزة‎ ٤ ؟- إذا كانت 7,۸ زمراً جزئية من © بحيث £ ے‎ 

ش في © و 7 متميزة في 1 فإن 5 تكون متميزة في 6 . 
*- إذا كانت £ ,۸7 زمرتين جزئيتين من © بحيث ‏ ح 1٤ء‏ عندئذء إذا كانت ٭ 
ناظمية في © و 87 متميزة في × فإن ٨7‏ تكون ناظمية في ©. 

البرهسان. | 

.)5-1/( ينتج مباشرة من المبرهنة‎ - ١ 

١‏ - بما أن × متميزة في ©» عندئذ ۸ = (&) 7 وذلك أياً كان (41)6 ع ۶ . كذلك 
BE‏ عقي ل E‏ عندئذ 17 = (8)م وذلك أياً كان (&)411 ع م. ليكن . 
)44 ج ©»: عندئذ فإن مقصور © على × والذي سوف نرمز له © + 2 : م © 
هو تشاكل متباين» وبما أن # = (£)© نجد أن £ ج ۸: م © هو تمائل للزمرة 4ء 
أي أن (©1) اداع , ©؛ وهذا يبين لنا أن 8 = (8)م © = (8)© وذلك أياً كان 
)4 ع ©: أي أن الزمرة 7 تكون متميزة في 6 . 

" - بما أن الزمرة ناظمية في ©» فإن £ = (&)ر وذلك أياً كان (©)2/77 ع / . 
كذلك؛ بما أن 7 متميزة في £ فإن 77 = (57)م وذلك أياً كان (4:/)16. ع م.. ليكن 
e [۸۸)6(‏ © عندئذ فإن مقصور © على 5 والذي سوف نرمز له © ج كل : ۽0 
هو تشاكل متباين» وحسب الفرض فإن × = (1)© نجد أن £ ج £ : م © هو تمائل 
للزمرة » أي أن (&)/4 ع م ©؛ وحسب الفرض فإن 7/ = (77) © وهذا ييين 























لنا أن 7 = (17) © = (77)© وذلك أا كان (6) > ©» وحسب المبرهنة(۷-١)‏ 
فإن الزمرة 1 تكون ناظمية في ۰6 
مبرهنة ۸-۷. 

لتكن © و × زمرة جزئية متميزة في '0. عندئذ: 
١‏ -أياً كان (41)6 جه فإن العلاقة G/£‏ جه 1/ 2:06 المعرفة بالشكل 
ag)‏ = 6ع) وذلك أيأ كان / © ع ع هو تماثل للزمرة 6/5 أي أن 
Aul(G/K)‏ ع 2. 
١‏ - لتكن 8 زمرة جزئية من الزمرة 6 بحيث © Kc Hc‏ . إذا كانت الزمرة 
2/6 متميزة في الزمرة 6/5 فإن الزمرة 7 تكون متميزة في الزمرة 6. 
٠‏ البرهسان. 

١‏ -ليكن 411)6G(‏ ع © وانعرف العلافة ل جعز لعج بالشكل 
(gk) = a(g)K‏ وذلك أياً كان ٤6/۸‏ #ع. 7 تطبيق لأنه أيأ كان 
gıK,gK e GIK‏ . بحيث gı = g,K‏ فإن (gg )K = K‏ ومنه K‏ € £82 
وبما أن الزمرة × زمرة متميزة في © فإن × = (2)16 » ('دع,)ء أي أن 

K‏ « “((يع)مع)(رو)ه = (أيع)اه(,ج)ه 
. ومنه 1( رع)ت = 16( ,ج)2 وبالتالی (ع)2 = (كل,ع)2. كما أن © تشاكل لأن 
(a(g,)a(g,))K =‏ = 1(يورواه = ©1(ريو ,ع))2 = ليع كارو ) 2 
Z(gıKJZ(g KE) .‏ = 1(رو)اه )1( ,و)ه) = 

كمسا أن التطبيق 7 متباين لأنه إذا كان (2)8,1 =(K,ع)2‏ فإن 
عات = (gk‏ وبالتانئي ف إن £ = 716 ((,ع)2ه)(,2)8 ومنه 
اه = K‏ €) ;8,8( وبالتالي يوجد ۸ € / بحيث ()ے = (ابع رجانه وبما أن 
۾ فاقل فلن #٤‏ د انوع وبالتالي ۸= ع (اتوع) وهكذا نجد أن 
قرع = اربع . كذلك چ غامر لأنه یا كان ۸ / © ع ۸ع فإن (6)ے = © ع ۾ لأن 


7 تمائل ومنه يوجد xe G‏ بحيث («)م = چ .وبما أن 6 € ند فان £ / © ع × وأن 


1٤ 





.F(xK) = a(x)K = لع‎ 


مما سبق نجد أن (£ / A11)G‏ € 2. 


× لتكن 7 زمرة جزئية من الزمرة © بحيث © > 8 > . وبما أن الزمرة‎ - ۲ ٠ 


متميزة في © فإنه حسب المبرهنة (۷-۷) فإن الزمرة K‏ ناظمية في © وبالتالي 


ف داظمية في 7< رهن أن اة 8/۸ مقو ى 1 وکن 


e 41)6(‏ ۾ عندئذ حسب )١(‏ فإن & G1‏ ج :G/ K‏ 72 حيث 7(g&) = a(g)K‏ 
وذلك أي كان 6/٤‏ > يرع . هو تماثل للزمرة 1 /©. أي أن (£ ل )انا > 7 
وبما أن الزمرة £ /1 متميزة في +1 / © فإن 27/1 - (14 /2)77. ليكن heH‏ 2 
عندئذ 2 / > 38 ومنه 
Z(hK) = a(h)K e HIK‏ 

و منه ۸۲1 ع (1)ت أي أن 37 ج (لق)بد . وبما أن e 4u1)G(‏ ۾ فإن e 4u)G)‏ تم 
وبالتالي 27ح (21)87 ومنه (87)ه > ((21)' هاه أي أن (7ق)هح 8. مما 
سبق نجد أن ا = (2)77 . وبالتالي الزمرة 8 متميزة في الزمرة ©., 


ملاحظة. 


إن عكس الطلب (؟) من المبرهنة السابقة غير صحيح. 
تمهيدية .٩-۷‏ ش 

لتكن © و £ زمرة جزئية من ©. الشرط اللازم والكافي كي تكون الزمرة× 
متميزة في © هو أن يتحقق الشرط × > (&)+ وذلك (411)6 € م . 
اليرهسان. 
لزوم الشرط. واضح. 
كفاية الشرط. لنفرض أنه (411)6 ع ے۷ فإن £ ج (©2)1 وبما أن e 4u1)G(‏ ديم 
عندئذ × ج )»© وبالتالي (&)ے ع ۸ ومنه = ()ت أي أن الزمرة م 
متميزة في ©., 


ك الما 




















تعر يسفاء 


لتكن © زمرة و(ء) + ۸ زمرة جزئية ناظمية في 6. نقول إن 5 زمرة جزئية 


ناظمية أصغرية في 6 إذا لم توجد في € زمر جزئية ناظمية[ في © تحقفق 
ع ح ع (©). 
تمهيدية .٠١-۷‏ 

لتكن 6 زمرة و £ زمرة جزئية ناظمية أصغرية فم في © . عندئذ إما. تبديلية أو 
.Z2(K) - (e)‏ 
البر هسان . 

إذا كان () = (2)5 يتم المطلوب. 
لنفرض أن (ء) ‏ (&)2 وحسب التمرين المحلول )١(‏ فإن الزمرة(2)K‏ متميزة 


في ۸ كينا أن الزمرة ۸ ناظمية في 6 وحسب المبرهنة (۷ -۷) فإن الزمرة 2)10 1 


تكون ناظمية في © وبما أن 5 ح (£)2 ٭ (9) نجد أن ۸ -(©)ج أي ١‏ الدب 
مبرهنة ۱۱-۷. 
لیکن 7 عدا ححا موجيا و زمرتين تبديليتين. عندئذ 
١‏ - المجموعة [6 > ع: ")= "6 زمرة جزئية من الزمرة ©. 
۲ - إذا كانت 27 ہ © ا ا 
البرهسان. 
-١‏ إن "مع "ع = ع. لیکن "0 ع نزولا عندئذ يوجد 6ك رع, ع بحيث 
زع = بر رع =+ ومنه 
"ىع "رع ,ع) = "رو أع = "ر 
وهذا يبين لنا أن المجموعة ”© زمرة جزئية من الزمرة 6 . 
۲ - لنفرض أن 8 ج 6 :ر تمائل ولنعرف العلاقة 7287 ج "ي بالكل 
Vg" eG"; o(g")=(f(g)"‏ 


{mw 


فنجذ أن م تطبيق لأنه أياً كان ”6 ع إع, "ع بحيث ع = "ع فإن 6 © رع ,ع ومنه 
٠‏ "(زيع)ر) £(g1)=‏ - (ثو)ثر = (f(g)‏ 
وبالتالي فإن (”ج)م = (”ع)م . كما أن م تشاكل لأن 
"ريه و 0 = "((يع. بوار) = ("(يه. رع))م = )781-22 
زتع)م(”و)م = (f(8 )"{F(g2))"‏ = 
كما أن م متباين لأنه إذا كان (إع)م = (”ع)م عندئذ "((ي8)/) = "((,8)/) 
ومنه (#ع)/ = (7ع)/ وبما أن ر تمائل نجد أن "ع = ”ع . وهو أيضا غامرء لأنه 
إذا كان "7 > "۸ فإن 7 ع ۸ ويما أن ر غامر. فإنه يوجد © © چ بحيث / = (ع) ۰ 
من جهة أخرى؛ ىع "ع وأن "ع "((ع)/) - (*5)8: . مما سبق نجد أن © 
تماال: 


بشكل مشابه نجد أن 0° 


GH 
G" H" 











امسار یسن محلولة(۷). 
-١‏ لتكن © زمرة. أثبت أن الزمرة الجزئية (2)6 متميزة في © . 
الحسسل. 00 
لنبرهن أن (©)7 = ((7)6) ر وذلك ایا کان (6) 411 ء /. لیکن (©)2 © ۾ 
ولنبرهن أن (©)2 ء (0)/ . لیکن G‏ ع ×» بما أن © = (6©)/» فإنه يوجد 6 ع 
إنه يوجد 0 ع بر 


بحيث (بر) ر = > ومنه 


xf (a) = f(y) f(a) = [ (ya) = f (ay) 1 601 (y) = f (a)x 
وبالتالي € ر أي أن (2)6 > ((2)6) .مما سبق» وبما أن‎ 
کک € 7 نجد أن (2)©6 ع ((2)6)' / ومنه ((2)6)/ ے (7)6. وهذا بی‎ 
0 1 _- لنا أن (2)6 = ((©)2)/ » أي أن الزمرة (7)6 متميزة فى‎ 
لكوم زمرة و77 زمرة جزئية في 6. عندثذ: ش‎ 
6 هي زمنة دزتية فى‎ REC, ا “نطقت‎ - | 
۰ .© تسمى مناظم الزمرة الجزئية 7 في‎ 


ب- المجموعة 79 ع م7 ١ Te‏ 
ضع 5" Xxx hj;‏ .06 ©*:*) -(0)11 هي زمرة 


جزئية في © تسمى ممركز الزمرة الجزئية 7 في ٥‏ . 


3 


الت سه 


)۳ /) تمائل زمزة جزئية من الزمرة(411)11 . 
الحسل. 


أ - وإضح أن (3/)27 مجموعة جزئية من © وغير خالية. ليكن (۸)11 > «ر,× 
عندئذ 2 = العم ے آد “دروك ! O HOY = x(y‏ 
ب - زاجع التمرين المحلول (1-). 

ت تدر ف العلاقة (۸1 )41۲ ج (7) N‏ 0 بالشكل التالي: يا كان (1) ۸ > ۽ فإن 
1= (8) ۰.۶ إن ۶ تطبیق» لأنه يا كان (77)8 6 رچ ,چ بحي ث رع 


ي أن (27)77 ع -١‏ 


=8 عند كد 


YA 





Vh e HF‏ فإن gig;‏ = 00 ومنه ,7= ١277‏ أي أن (رع)/ = (,8) ٠۶‏ كذلك ر 
تشاكلء لأنه إذا كان ري = ( رچ )۶ ومنه فإن 
TT, (®)‏ = ور ب ,1= تجوز (ehe;‏ بع = Tag, = (BE HEE)"‏ 
وذلك 7 Vhe‏ أي أن (يع) ۶( ,۶)8 = ے7 = ہے = (رعرع) . لنفرض 
أن K‏ = م بدراء عندئذ حسب الخاصة (©) من من المبرهنة(1-١)‏ فإن £ زمرة جزئية 

من الزمرة (8)#:ك وأن £ + N)‏ :مر هو تشاكل زمري غامر. لنبرهن على 
E 8 € Kerf  نكيل . Kerf = C(EH) ù‏ وأن 8 = “عع . كذلك 
e‏ وأن ,7=(£) +f‏ ومنه اكان he FH‏ فان (12)7 - (7,)۸ 
وبالتالي ۸ = “جرع أي أن C(H)‏ عع ومنه (0)17 > Ke‏ . بشكل مشابه يبرهن 
على الاحتواء المعاكس. وحسب مبرهنة التماقل الزمري الأولسى 
فإن Kerf = 3 )27(/ ©)27( x K‏ |/(17)11., 
۳ - لتكن € زمرة. عندئذ 
١‏ - إذا كانت الزمرة © دوارة فإن الزمر ة(411)6 تبديلية. 


؟ - إذا كانت م = (1: ©) حيث 7 عدد أولي عندئذ 1-م = (1: (©)414) . 
الحل. 


١‏ -لنفرض أن (ع) = 6 حيث ٤G‏ ع وليكن ٠ 2./ € ۸11)G(‏ بمأأن ش 
A (g)‏ وان للقويطن أن تت زع )تر “ورت هه حيث 7,52 و 
= '( )= “ع = ”ع = “(”و) = (g7) = (a(g))'‏ = ((و)قراه = (g8)‏ 2°( 

(ع)نه ٠‏ = ((ج)ه)/ = )"6(8 = )8( -. 
ومنه نجد أن بت ه / =8 
۲ - لنفرض أن م = (1:©) عندئذ الزمرة © دوارة. لنفرض أن (ع) = . أياً كان 
7 ع م فإن العلاقة © ج 2:6 المعرفة بالشكل ع = (ج)ج ,هي تمائل للزمرة © 
(تأكد من ذلك). وبما أن م = (ج)ه فإن م = (ج)ن > (”8)ن» ومنه نجد أنه توجبد 
1ص إمكانية للعنصر "£ بهذا الشكل نجد أن 1- م = (1: (©)/4) ٠‏ ۾ 


۹ 

















4 - لتكن 8 ,© زمر تبديلية وأن (47)ي:(©)ي زمرتا الفتل لكل من الزمرتين 
7 ,© على الترتيب ( راجع التمرين المحلول (5-1) ). إذا كان 7 × 06 » عندئذ: 
HEE‏ ظ ظ 
E ET‏ 
¢H)‏ 6)» 

الحسل. 

لنفرض أن 9 ہ © ولنرمز لهذا التمائل بالرمز ٣٤‏ ج © : 6. 
١‏ - لنفرض أن 7 ج (0)ي : ر ٠هو‏ مقصور م على الزمرة الجزئية (6)ي. واضح 
أن ۶ هو تشاكل متباين وأنه ایا كان (©)ي ٤‏ ۾ فإن ()م = (4)/ . لیکن (©)» ٤‏ × 
عندئذ يوجد "۸ © بحيث © - "× ومنه ‏ = (6)م = (":3)م = ”((#)ص) وبالتسالي 
e »)27(‏ ()م وهكذا نجد .أنه 

(8)ي p(x) e‏ - ار :)يه د 

وبالتالي (/#)ي ‏ ((©)42)/ . وهذا يبين لنا أن (87)ي ج (2)6 : ۴ تشاكل منباين. 
لنبرهن على أنه غامر. لیکن 87 ے (57)» © ر وبما أن ص غامر يوجد © © 2 بحيسث 
بز ع (6)2 . مسن جهة أخرىء» بما أن (27)» ع نز يوجد N"‏ € 7# بحيث 
= "بر = "((ج)م) = (”2)م أي أن (ه) = و٣٤٤‏ ء ("2)م لأن م متباين وبالتالي 


»- "2 أي أن (©)» © 2 وأن ل > (2) - (2)/ مسا سبق نهد أن 








(8)ي > (0) و . | 
: د + G E‏ ۰ 
١‏ - لنعرف العلاقة س E E‏ 00 
FE 5‏ 7 بالشكل (6)77(:) = ((©)26):4 وذلك 
aN alr 52 9‏ 0 : 
أيا كان 26 e‏ (6009: إن م تطبيق لأنه أيا كان © )0( xé(,y¢‏ کا 


)مدر = (0)ي» فإن (4)6× ع ر وبالتالي يوجد (4)6 © 4 بحيث #ند > بر ومنسه 
(0)3(6)0 = (2×)م = (:ز)م وبما أن (6)» ع 6 وحسب )١(‏ ف إن 
(CH)‏ = ((0 )2 )م ء (م)م وبالتالي (27)ي(نت)م e‏ (0)م(م = (نر)م وبما أن 


"0 





( سم e‏ 07 نہ د أن (ق#)»(مر)م = (80)ي()م أي أن . 
)G(( = 6)6 ((‏ :)2 کما أن م نشاکل لان 

= رو راس اب نم = )م (جمم = ((©) همق = ((©) 116 (©) 7066 

(() :)5.((©) )م = 

بالإضافة TE‏ ميق اد ا OE‏ 
(ECE)‏ = زم ومنه )7م > (ن)م وبالتالي يوجد (4)01+ 9 
ظ )١(‏ بما أن (7ل)» = ((0)ي)م يوجد (64)6 بأ 
)و )م = (ر)م وبما أن م متباين 


بر نجد أن (6) ر = (©4)0<. كما أن 6 


بحيث 5()م = (بر)م وحسب 
بحيث 5- (,5)م ومنه (,نت)م =( 
فإن (6)× e‏ ,ط× = بر وبما أن (6)0نز € 
غامر (تأكد من ذلك)» مما سبق نجد 7 تمائل. , 


۲۲١ 



































تمسارين ( ۷ ) 

AHO FS ARTI SN 

١‏ - لتكن "۸ زمرة الأعداد الحقيقة الموجبة بالنسبة إلى الضرب. أت أن 
التطبيق عه = ()م هو تمائل للزمرة *2 

۳ - لتكن © زمرة. أثبت أن الشرط اللازم والكافي كي تكون الزمرة 6 تبديلية هو 
أن يكون 1= (1: (©):::1). 

٤‏ - أثبت أن التطبيق 2 ج 7 © 6:2 المعرف بالشكل 

V(a,b)e Z © 2, gp(a,b)= a—b 

هو تشاكل زمريء ثم عين نواة هذا التشاكل. 

5 - لتكن © زمرة دوارة منتهية. أثبت أن كل زمرة جزئية من € هي زمرة 
متميزة في 6 . 

5 - لتكن ي وتو وة أثبت أن الزمرة (4:4)©6. ليست دوارة. 

۷ - لتكن © زمرة و4 زمرة جزتية متميزة في ©» ولتكن 8 زمرة جزئية من © 
تحوي 4. إذا كانت الزمرة 2 E‏ فان ETE‏ 
- لتكن © زمرة وك زمرة جزئية ناظمية في ©. ولتكن 8..كء زمر جزئية مسن 
© بیت وح ,4 ج 2 : إذا كانت الزمرة 2 ع قن کے وكانت الزمرة 
7 ناظمية في © فإن الزمرة 4 تكون ناظمية في 6. 

©)8/( لتكن © زمرة. إذا كانت 7 زمرة جزئية متميزة في © فإن الزمرة‎ - ٩ 
. 6 تكون متميزة ة في‎ 

EES HE لتكن‎ - ٠ 
اك‎ 0 


500 „ HEG) 
AE) FH c¢ J) 


حيث (6) هي زمزة الفتل للزمرة © 





e 


الفصلل.الشامسن 


الجداء و المجمسوع المياشران لزمسر 
في هذا الفصل سوف نعالج طريقتين للتعامل مع الزمرء الأولى هي كيفية تركيب 
مجموعة من الزمر للحصول على زمرة أكبرء والثانية هي كيفية تجزئة زمرة 
للحصول على زمر أصغر منها. وهذه الطرق سوق تكون ضرورية لنا في داس تنا 
للفقيلة للزمن التبديلية الندنمية: ١‏ 


-1. الجداء المباشر للزمسر. 


تعريف. 


م 


لذكن 6 در 6 مجموعة منتهية من الزمر. يعرف الجداء المباشر (الخارجي) 
للزمر السابقة على أنه المجموعة: ١‏ ش 3 
EE SE EG TSS‏ 
والذي سوف نرمز له ,© @...® ر6 © ,6€. أي أن: 
EEG; Isis}‏ ,2 0و9 :8 )1 = © G, OG, ©0١09‏ 
تمهيدية ۱-1-۸. ` 
لتكن ,© ٠,‏ ,© مجموعة منتهية من الزمر. إن الجداء المباشر 
00 661 ع و( 0و8 ور4)8 = G, © CG, ©۰--“©G,‏ 
هو زمرة بالنسبة إلى العملية )٠(‏ المعرفة كما يلي: 
ش © ©:-© G,‏ © ,© € (رط»»«موطدرط) ,ره » :موه VW)‏ فإن 
(DP, b2 ,°-*,0,) = (4,0, 22b, ,°““,@t,b,)‏ .) ,6 .6و4 و 4) 
شقن زمره الحيادي فيها هو ٤,(‏ ,٠٠ر٥‏ ) حيث ره هو خيادي ارسر 62 وك 
لأجل کل 7 >7 > 1ء ومقلوب ا هو 


5 YY 




















n 


a FE a 
اليرهسان.‎ 
, سوف نتركه للقارئ.‎ 
مثسال.‎ 
) لنأخذ الزمرتين‎ 
U(10) = ,(3,7,9ب1)‎  U(8) = {3,5,7 
٠ الجداء المباشر للزمرتين (0)10 و (0)8 هو‎ 
U(8)@ U(10) = {(1,1), (1.3), (1.7), (19), 8.,3), 0,7, 
(3,9), (5,1, (5,3),(5,7), (5,9), (7,1,07, (7,7, )7,9(( 


كما أن 
mod- 8,7.9mod-10) = (5,3)‏ 3.7( = (3,7(.)7,9) 
(3.3mod- 8,9.3mod— 10) = (1,7)‏ 5 (3,9(.)3,3) 
مثال. 1 ش 
لنأخذ الزمرتين 


Z, = {0B}, 2, = {0L2} 
فنجد أن الجداء المباشر للزمرتين ,2 وي2 هو‎ 
Z, © و2‎ = {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1); (1,2)} 

كما أن الزمرة و7 © ,2 هي زمرة دوارة مرتبتها 6 ومولدة بالعنصر (1,1)» لأن 

1.1L = (LD, 2.4, = )1,1(.)1,1( = )1+1,1+1( = (0,2) 

(1,0) = (1+1+ 1,1 + 1+ 1( = (1,1(.)1,1(.)1,1) = )3.1 
(0D, 5.1) = (4,2), 6(1) = )0,0(‏ = ,4.1 
مما سبق نجد أن )2 × ,2 © ,7. 
نأتي الآن إلى دراسة خواص الجداء المباشر لزمرء وذلك من خلال المبرهنة 

التالية: 


Yé 








ميرهئنة 1-4 ” 
لتكن ي©,. ,6 زمرتين وليكن ينه حياديا كل من :66 على لقره واا 
زمرتي الجداء المباشر ري © ,© و ,6 © ري . القضايا التالية صحيحة: 
-١‏ ,© © ,6 ع .G, ®G,‏ 
1¬ (ي2)6 © ( .Z(G, © ©,( - Z(G‏ 
- كلا من (رء) © ر6 و ر6 © (,6) زمرة جزئية من الزمرة ي© © ,6. 
5- (يه) © ,© ع بو (e) © G,‏ ي6. 
-٥‏ الزمرة ري © ,6 تبديلية عندما وفقط عندماء تكون كل من الزمرتين ,6 و ي© 
البر هسان . 
سوف تقوم بالبرهان على ١‏ و؟ فقط ونترك البقية للقارئ. 
مواق :وف اناك 6ه ضح وم ف وبر والشيقن الات لما كدان 
© © ,© > (نررند) فإن (مد,بر) = ((مر,))/ . فنجد أن العلاقة كر هي تطبيق متباين» 
لأنه أي كان © © 6 © (,ب,,ة) ,(نز,:) فإن 
© ,لر = رو × =× ج ( ,نز ) = (ر) 
(( )۴ = ((نزرنت)) كر ج ( ,ند نز) = (× ر( 
كذلك» واضح أن التطبيق ۴ غامر. لنبرهن على أن التطبيق ر هو تشاكل 
ش = (y2)‏ = (( ,نز F(1‏ = [( ,نز ,)100 J1,‏ 
)7(7( = ( ,ند ,)زع وبر) = 
وهذا يبين لنا أن © © ي© × G,‏ © ,6 . 
١‏ - لیکن (,6 © ,2)6 ٠‏ (6,5) عندئذء ایا كان ,6 ٤‏ ند و أي كان ,6 بر فإن 
© © ,6 © (نز,ة) ومنسسه (6,8)(نزيئة) = (نز,ة)(6,8) وبالتالي فان 


. (ابررهع) = (رط,م) أي أن ضر = رط ,م = عه وهذا ببين لنا أن 


.(a,b) € 2)6,( © (ي2)6‎ 


Yo 























وهكذا نجد أن (ي©)2 6 (,2)6 > (,6 © ,2)6 . ليكن (ير2)6 © (,2)6 € (4,5) 
عندئذء أياً كان ,© © ,6 ٤‏ (مر,ع) فإن 
J)(a,b) = (xa, yb) = (ax, hy) = (a,0)(, 7)‏ ,نت 
أي أن .)a,b( € 2)© © G,(‏ ومنه (رG‏ © 7)G,‏ جح ( ,7)6 .2)G,(@®‏ مما سبق 
نجد أن 
Z(G, (® 2)©(‏ = (ي© © ,2)6 ١‏ , 

خاصة أخرى للجداء المباشر نوردها من خلال المبرهنة التالية: 
مبرهنة ۴-۹-۸. 

لتكن 6,6 وار , ,57 زمر اختيارية. إذا كان ,۸1 × ,6 و٠‏ ,17 به © » عندئذ 
فإن ,27 © ,8 ع ي© © ,6 . 
البرهسان. 

لنفرض أن ,7 ج 6: كر و, > ,6: ير هما التمائلان المفروضان. ولنعرف 
العلاقة ,7 © ,7 ج ري © ,© : /ر بالشكل التالي: أي كان ي© © ,6 > (نزينة) فإن 
((30) كر ,() كر) = ((بد,))/ فنجد أن “رتمائل. وسوف نترك إثبات ذلك للقارئ. , 

لنورد من خلال المبرهنة التالية طريقة مبسطة لحساب مرتبة عنصر من الجداء 
المباشر لزمرء وذلك بالاعتماد على مراتب المركبات. 
مبرهنة .4-1١-8‏ 

مرتبة كل عنصر من الجداء المباشر لعدد منته من الزمر نسي اننا 
المضاعف المشترك الأصغر لمراتب المركبات. 
البرهان. 

لتكن ,© زمرة منتهيةء حيث ۸2 >1 > 1. وليكن 

© © 00 © ي© © ,© 6 ( مك22 80) 
ولنبرهن أن | 
lem(o(g,),0(g»),---,0(¥,))‏ = )),0((81:22:",8 


A 





للسهولة ودون المقّ#بالعمومية» سوف نبرهن هذه الحقيقة من أجل 2 = ۸. بمعنى آخر 
لنبرهن على أن ٤‏ 
JIem(o(g,),o(g2)) °‏ = ((يع .رع))ه 
لنفرض أن 1 = ((رع :رع))0. عنائذ (ر٠,,١)‏ = (85,/#) = '(ر8,ر8). من جهة 
آخری» لنفرض أن ((يع)167:)0)8,(,0 = ى عندئذ 
(6©) > )81,82( = )81:82( 

حيث كل من رع ٤,‏ هو حيادي الزمرة ر6 ,€ على الترتيب. مما سبق وحسب 
المبرهفنةل(” - ۷-۲ تجحية أن 1 تحسم 2 آي أن 28+ يفسسرضن أن 
ي7# > (يع)0 . .81 - (,ع)0 عندئذ فإن كلا من ,72,577 يقسم 4 . ومنه فإن 7 
مضاعف للعددين ,11و71 وهذا يبين لنا أن ى <۲ أي أن = /. ومنه فإن 
lem(o(g,),0(82))‏ = ))۰0((£1:82 , 

نأتي الآن إلى المبرهنة التاليةء والتي تعطينا الشرط اللازم والكافي كي يكون الجداء 
المباشر لزمر دوارة منتهية هو زمرة دوارة. 
مبرهنة -١-ه.,‏ 

لتكن ,17 زمرتين دوارتين منتهيتين. .الشرط اللازم والكافي كي تكون الزمرة 
27 دوارة هو أن تكون مرتبة كل من ,7 عددين أوليين فيما بينهما. 


البرهسان. 


لذفرض أن H =(R), K = (k)‏ حيث × ٤م‏ ,7 ع . ولنفرض ایض ا أن 
# = (1: 6 ) ,م = (1: 8 ). واضح في هذه الحالة أن م = (1: 27 © £). 
لزي الشسرط. لفت رهن أن الؤهسنزة © £ دؤارة: ولتفتسوض جيدلاً أن 


H1 4 Li 


gcd(m, n1) =f <1‏ عندئذ K‏ ع k'‏ ومرتبته + و 7 ع '7 مرتبته ۶ أيضا. ومنه كل 

من الزمرتين 2 (e,‏ لق ( دوارة و لهما المرتبة نفسها وهي + وهاتان 
۱ 

الزمرتان مختلفتان» وهذا يناقض المبرهنة )1-1١-5(‏ إذن 1= ). 


¥ 








كفاية الشرط. لنفرض TE‏ عندئذ حسب المبرهنة (/-4-1) فإن 
o((k,)) = Icm(o(k),0(h)) = Iem(m,n) = mn = (K © H :1)‏ 

ومنه نجد أن العنصر (6,7) هو مولد للزمرة 7 ® £ وبالتالي تكون الزمرة 7 © ۸ 
دوارة. م ۰ 

يمكن تعميم المبرهنة (5-1-48) لأجل أي عدد منته.من الزمر الدوارة المنتهية 
1 ذلك من خلال التمهيدية التالية: 
تمهيدية :٦-۱-۸‏ 

لتكن © زمرة دوارة منتهيةء حيث ” >7 > 1. الشرط اللازم والكافي كي تكون 
زمرة الج داء المباشر ,© ©--: © ي© © ,© دوارة هو أن تكون 
(G,:D‏ ,1 : ©). أعداداً أولية فيما بينها وذلك أيا كان ز 1# ,2 > تررة >1. 
البرهسان. ظ 

ينتج بشكل مباشر من المبرهنة الأخيرة» ولذلك سوف نتركه للقارئ. , 

بما أن أي زمرتين دوارتين منتهيتين و لهما المرتبة نفسها متماثلتين وأن 
الزمرة ,2 دوارة ومنتهية وذلك أيأ كان1 < مء وبالاعتماد على المبرهنة )5-1١-4(‏ 
يمكننا صياغة النتيجة التالية: شْ 


5 


a 
اة‎ 


یکن 1 < ۸ عدد صحيح يحقق .7.1.۰۰۰ = 71 . أعندئذ 


47 Zn, O2, O..-OZ, 


عندما وفقط عندماء تكون الأعداد 7,١‏ أركية كسا ا ولك ایا کان 


1# ,كك1 
بالاعتماد على ما سبق نورد المثال التالي. 
مال 


بما أن العددين 2,3 أوليان فيما بينهماء فإن ,2 ع ,2 © ر7 . كذلك بما أن العددين. 


6 أوليان فيما بينهماء فإن ,مر ہ ,2 © ۰2 ومنه 





2 78ہ ,2 © ,2 © ,2 نه ,2 © ,2 © ,2 © ,2 . 
:د ,2© ,2 2,0 © ر2 نه ,2 © ,2 © Z,‏ نه ,2 © ,2 © ,2 © Z,‏ 
و7 © ,2 * ,2 © ,2 © ,2م 
#7 وو2 © .Z‏ 
لنأت الآن لدراسة الجداء المباشر للزمرة (7) 0 وخواصه. 
مبرهنة ۷-۱-۸. ا 
لتكن #رى أعدادأ صحيحة موجبة بحيث 1 = (/,0)5مع . عندئذ 
.U(s.) x U(s) ©) -١‏ 
1~ )ناهد .U,(sD)‏ 
.U,(sf) x U(s) ~F‏ 
البرهسان. 
١‏ - لنعرف العلاقة ()7] © (17)5 ج (17)54:/ بالشكل التالي: أياً كان 
e 1)‏ £ فإن 2 -4مطدء,ى -4مم) = () فنجد أن العلاقة “رتطبيق» لأنه أياً 
كان (1) >٤1‏ ۴,۸ بحيث رم = ,۸ فإن 
mods, Kk, mod~t = k, mod-t‏ يع = k, mod- s‏ 
ومنه (/ -1000 (Kk, mod s,k, mod~1) = (Kk, 1200- s, kK,‏ وهذايبين لنا أن 
( )۶ = )۴ . كذلك ٢‏ متباین» لأنه إذا کان (,1)/ر = (,8)/ فإن 
(k, 2100- s, Kk, mod~ f) = (k, mod- s,K, mod- f)‏ 
أي أن 
=k, mod-tf‏ غ -1200 Kk,‏ ,ى-200 وم ع k, mod~s‏ 
وبما أن 1= (/,800)5 وحسب المبرهنة )4-5-١(‏ نجد أن 
Kk, 1200- (sf) = Kk, mod~ (st)‏ 
وبما أن (.ى) ل © ۸,۴ فإن 
(st) = k, mod~ (sf) = Kk,‏ -0م0طد k,‏ حت „Kk,‏ 
200168 




















كما أن “رتشاكل لأن . 07 ش 
s,k,k, mod—1) =‏ حلمطط J (kk) = (kk,‏ 
(Kk, mod- 3, K, mod 2), mod Sk mod-1) = f(k)f(k,).‏ = 

و كذلك ر غامر > لأند أبأ كان () U‏ © (5) لاع (4,5) فإن () 0 © (5ى) ناج 206 ومنة 

(b,۾)‏ =(1 J (@b) = (ab mod-— s, ab mod—‏ 
مما سبق نجد أن ۶ تماثل. 
۲ - نعلم أنه إذا کان 1 < :7 قدا خا # قاسماً للعدد 7ء فإن 

.U,(n) = {x:x e U(n), x=1mod- kK} 
انعرف العلاقة ()7] ج (54) ,7:ص بالشكل التالي: أيأ كان (۸ء), 67× فإن‎ 
رر× بحيث‎ ٤ 1, )5.⁄( دام . فنجد أن العلاقة م تطبیق» لأنه أيأ كان‎ = xmod-t 
ومنه (بر)م = ()م . كذلك فإن م متباين» لأنه‎ xmod- + = بر = عر فإن م - أ0 ر‎ 
فإن‎ )4-1-1١( إذا كان (نو)م = )م فإن 0-۲ص ر = 04-۲ × وحسب المبرهنة‎ 

برع E S1(‏ رر = xmod— (sf)‏ = يد 
كما أن م تشاكل لان 
p(xy) = xy mod-— + = (x mod— (yy mod~1) = g(x)p)‏ 
كذلك م غامر. 
* - يبرهن بشكل مشابه. م 

بالاعتماد على المبرهنة الأخيرة يمكننا صياغة النتيجة الهامة التالية: 
لیکن 1 < و کا صنحيها یا رن ر ت حيث 1= (,5,,7)لهع وذلك 
مق لذن عاو جرت E‏ 

¢ * U(r) نا © (,2) تا نه‎ )5,( © U(r, ) ©۰“ ® U(n,) 

مثسال. 

لدينا 5.21 = 27.15,105- 5. وبما أن 1 = (860)5,21 ,1 = (200)7,13 . فإن 

0021 © (5)ن ته (705(,17)105 © (7) نا نه (05 نا 
YT.‏ 





چ 


7 )نا © (3)ن © (كانا- (005ن ` 

بالإضافة لذلك فإن 7.2 3 

x U, )105( = )1,16,3 1,46,61,76(‏ (7) نا 

0 )5( x U, (105) = )1,22,43,64( 

U (15) x U, (105) = {1,8,22,29,43,64, 71,92; 

USSU OSA 

U(21) x U, (105) = {1,11,16,26,31,41,46,61,71, 76,86,101 
.A~1—A مبرهنة‎ 


لتكن 6 زمرة جزئية ناظمية في الزمرة ,6 و7 زمرة جزتية ناظمية في الزمرة 


© . عندئذ 2 © 8 زمرة جزئية ناظمية في الزمرة ري © 6 - 6. 
البيرهسان. ْ 

واضح أن 7 © 8 زمرة جزئية من الزمرة ر6 © ,6 = ©. لنبرهن على أنه. 

© تح g(HOK)g"‏ :0ع ج9 
لیکن ع( © )ع ء (ر,×) عندئذ يوجد × © 8 )۸,۸(.٤‏ بحيث 
gg‏ = (نزرنة) وبما أن ,6 © ,© - © عم فإن (رع,رع) = ع حيتث 
© © وع ,6 © بع ومنه ش 
= (أيع ,")0 81:82( = ° (يعدرع)8,20)( يع (x,y) = (g1.‏ 
(g,hg;'.g kg") e H © 1‏ = 

وذلك لأن الزمرة ‏ ناظمية في الزمرة ,© و ناظمية في الزمرة ر6. مما سبق 
نجه أن EOE‏ 5 حزئية من G20 96, N‏ 


۸~ المجمسوع المياشس لزمسر. 


تعريسف. ظ 

لمكو ا نس اتوك اروس نان قور لمعمو دون ذفن N AA‏ 

من الزمرة 6. نقول عن الزمرة © إنها مجموع مباشر للزمر ,۸۴1 حيثم > > 1ء» 

ونكتب ,2 x FH, «2٠٠0»‏ و8 x‏ ,7 = 6 إذا تحقق: 
17١‏ 























.6 = HH H,.“H, = عاط ربط‎ 1<i< -١ 
(HHH. HJNH,, = (e), i=123,--,(n-1) =¥ 

قبل ألبدء بدراسة المجموع المباشر وخواصه لابد لنا من التمهيدية التالية: 
تمهيدية ۱-۲-۸. 

کن 27 مرا جز هة اة في © ذا كان (») = ورمع عندقذ أيأ 
كان he F‏ و ke K‏ فإن .Ak = kh‏ 
البر هسان . 

لككن ع2 he H,‏ عندشذ 8ع 7( (kk‏ دغر كما أن 
Th" = k(hk Th") e K‏ رخ وهذا يبين il‏ أن H ^ K = (e)‏ ع 17171 ومنه 
«hk = kh‏ „ 

المبرهنة التالية تبين لنا كيفية تمثيل عناصر المجموع المباشر لزمر. 
مبرهنة ۲-۲-۸. 

لتكن ۸# ,£ زمر جزتية ناظمية في ©. الشروط التالية متكافئة: 
.G=KxH -١‏ 
؟- أيأكان ٤6‏ ع فإن ع يكتب بصورزة وحيدة على النحو 8# = £ 

ْ .heH, ke Kù. 


البرهسان. 
.)١(>1(‏ لنفرض أن 27 × £ = © عندئذ .د = © ومنه ایا کان © > م فإن 
kh‏ = ع حيث2 eH, ke‏ ط. لنفرض أن k۸‏ = 8 = م حيث 


hh, eH, k,k, >‏ ومنه =k ke HANK =(e)‏ “ضرم أي أن 

.h=h, k=k, 
. 6 بما أن 2 ناظمية في © عندئذ ۸.8 = .77 وهي زمرة جزئية في‎ .)١(> )( 
عندئذ يوجسد‎ £ ۸ 14  )( وحسب الفرض فإن .۸ = © لنفرض جدلاً أن‎ 


ye KnH‏ وأن معد بر ومنه / = / - بر حيث ‏ € ع/ ش heH,‏ وهكذا نجد أن 


YY 





10-4 ومذ اق كسون اة حيدم إذن (e)‏ = قمع 
وبالتالي .G = £ x HF‏ 

يمكن تعميم قرح كما من أجل أي عدد منته 8 الزمر الجزئية الناظمية 
وهذا التعميم يمكن صياغته بالشكل التالي: 
مبرهنة ۳-۲-۸. 

لتكن ,8 ٨7, , 8, , 81,٠٠٠,‏ مجموعة من الزمر الجزئية الناظمية من الزمرة ©. 
الشروط التالية متكافئة: 

.G=HxHxH,x.“xH, ¬‏ 
۲- يا كان G‏ > ع فإن ع يكتب بصورة وحيدة على النحو التالي 

.1 >1 > ۸ رقأ رذآ ,18 = ع .حيث ,8 ع ,8 لأجل كل‎ ٠: 

البرهان: ا 

ينتج بشكل مباشر من المبرهنة الأخيرة» ولذلك سوف نتركه للقارئ. , 

العلاقة الهامة بين الجداء المباشر والمجموع المباشر لزمر نوردها مسن خلال 
المبرهنة التالية: 
مبيرهنة 4-5-8. 

تكن زمر جزئية داظمية من الزمرة 6 -عندئذ 

KxH xKOH 

البرهسان. 

انعرف العلاقة 7 © £ ج × × :م بالشكل التالي: أي كان 12.77 € ۸ فإن 
(8,7) = 09م .فنجد أن العلاقة م تطبيق متبلين» لأند أيا كان kh, kı, € K x Fî‏ 
فإن 

()م = p(k)‏ ج (kh) =(k,.h,)‏ ج h=h,‏ ,راع ] ج h= kh,‏ 
واضح أن التطبيق م غامر. كذلك إن م تشاكل لأن 

( )م 17م = o((kE, (hh, )) = (RE, , hh, ) = (E,HY(k,,h,)‏ = (زرنو1/0)1))م 


ذلك 1 























مما سبق نجد أن 24 © ع1 ^ «Kx H‏ م 
مبرهنة م-؟-هة. 00 ِ 
لتكن HoH, ٠٠١.77‏ مجموعة من الزمر الجزئية الناظمية من الزمرة 0. 
rH, © H, © 17, ©... © 27,‏ م27 .»ا رط * Ix HEH‏ 
اليرهسان. 
نتركه للقارئ. , 
ميرهنة 8-؟-1., 
لتكن © زمرة و ,8 زمراً جزئية ناظمية في © بحيث 4“ = © ولتكن 1 
زمرة جزئية من 6 . عندئذ: 
١‏ - توجد تشاكلات زمرية غامرة +K‏ 2 : مر 8 جه .7:G‏ ۰ 
؟ - كل من الزمر الجزئية ۸ 1,7 م £ ناظمية في الزمرة 1 . 
٣‏ - الزمرة ه77 ناظمية في (2)ج والزمرة .1ج ۸ 'ناظمية في (10)م . 
م - )K (×) ^L)‏ =[ عندما وفقط عندما 
DSHALpD = KAL‏ 
البر هسان . 
١‏ - ليكن © ع ج عندئذ فإن ع يكتب بصورة وحيدة على الشكل ۸۸ = ع حيست 
e K,he H‏ 4 . لنعرف العلاقة 7 ج 7:6 بالشكل ۸ = (ع) فنجد أن تطبيق 
لأنه إذا كان ٤G‏ رع, ع فإنه يوجد K,h; hı € H‏ € 6 بحيث 
ولي = رع =k‏ بع . لتفرض أن رع = رع عندئذ رار = أ۸ ومنه 
ب = ,رم = ,8 وبالتالي ظ 
hy = #(g,)‏ = رط = (,2)8 
لنبرهن. على أن التطبيق ‏ تشاكل. حسب التمهيدية )١-۲-۸(‏ فإن ۸ = ۸۸ وذلك 
Vhe H,k e K‏ ومنه ش 


ساب 








hh, = 8 (7(8)‏ = ) يللي )م = z(k,h,kah,)‏ > (يوعوع)جم 


£ 


ومنه ر تشاكل كما ا لأنه ي كان رع 7 فإن 7 = (7)ج . بشكل مشبه 5 أن 


العلاقة ‏ ج © :م هي أيضا تشاكل غامر. 
1+ إن 83 رة جزئيسة شن ١1‏ لسيكن 61خ ورهن على أن 
N) e K ^L‏ )ع . لیکن" ع(1 ص )ع e‏ :د عنائذ يوجد ,1 0 ۸ > ر بحيث 
“هنوع = ٠×‏ وبما أن × » در وأن الزمرة £ ناظمية في © فإن £ > '”چرع = بد. من 
جهة أخرىء لدينا 1 > تررع ومنسة 1> "رع -يد؛ وهذا ببين لنا أن 
م2 ء “هبو =× أي أن الزمرة ,5217 ناظمية في 1 . بشكل مشابه نجد أن 
الزمرة ۸1 7 ناظمية في 1. 
۳ - لدينا حسب(؟) الزمرة1 ۸ 8 ناظمية في 1 ومنه حسب المبرهنة )1-٦(‏ فإن 
الزمرة  1(‏ )2 تكون ناظمية في (7). لنفرض أن م هو مقصور التشاكل م 
على 8 فنجد أن 8 ج 7 : رم وأن / = (7)ج = (2,)7 وذلك أي كان 7 ع ۸ ومنه 
فإن 

HnlLl=z(HND=zr(HnLl)c r(D) 


61 وهذا يبين لنا أن الزمرة .5ه 8 ناظمية (2)2. بشكل مشابه نجد أن الزمرة‎ ٠ 


ناظمية في (1)م . 


. ؛ - لنفرض أن (1 م 2) x‏ (1 ۸ 8) = £ عندئذ وحسب تعريف كل من م,2 فإن 


. ون (1مع) - (ظ)م‎ z(L) = (H ^L) 

لنفرض أن (1 ۸ 27) = (2) وأن (:1م £) > (25)م . لدينا حسب (۲) كل من ۔ 

KN, 1‏ زمر جزئية ناظمية في 7 .ومنه فإن الجداء (1 م 8).(ظ1 م &( 

زمرة جزئية في .1 أي أن 1 > (1 ^ 1(.)87مغ1). ش 

لیکن ,1 ع ر عندئذ 177 = 0 ع ر ومنه ۸۸ = بر حيث 8 e‏ 8,7 عم ومنه حسب 
ا 


تعريف التشاكلات م ,7 فإن 
HNL‏ - (ل)م - (بر)م h= x(kh)=‏ 


Yo 











k= p(kh)= p(y) (ل)م ء‎ - KAL 
بر أي أن (1 ۸ ))2 ۸ &) ے بآ وبالتالي‎ = ۸۸ e) ۸ 1()1 ۸ 1( ومنه نجد أن‎ 
ص #) - رآ وأن () = (1 ۸ ۸)1( ۸ ۸) ومنه نجد أن‎ 10)17 ^ 1) jl 
o‘L=(KANDx(HNL) 


۳-۸. الجداء نصف المباشر للسزمسر. 

لتكن 2 ,4 .زمرتين ما ولنفرض وجود تشاكل (ر)::4, ج 7 :م . ولنفرض أنه 

(م)نسارء 8د (0)م  VhbeB,‏ ` 
لنأخذ المجموعة . ش 
(ء قبا عه ؛(5,ه) - 8 ©4 - 6 ` 
وجدنا في الفقرة )١-4(‏ أن المجموعة © تشكل زمرة بالنسبة إلى العملية (.) المعرفة 
بالشكل: ش 
V(a,b).(a,.b,) € ©: . (a,b).(a,,b,) = (aa, ,bb,)‏ 
لنعرف على المجموعة © عملية أخرى (.) بالشكل التالي: 
V(a,D),(a,,b,) € 0:  )ه,ط(.)هررطر(‎ = (a.b(a), bb, )‏ 

تمهيدية ۱-۳-۸. 

المجموعة (2 ع 4,5 € ه:(0,5)) = © تشكل زمرة بالنسبة إلى العملية (0) 
المعرفة بالشكل التالي: ظ : 

رطف بزرعاقه) = ررقىي»).(طيه) V(a,),(a,,b,) € G;‏ 

اليرهسان. 

واضح أن المجموعة © غير خاليةء كما أن العملية (.) داخلية على © وأن 
العنصر (,»,,م) هو العنصر الحيادي في © بالنسبة إلى هذه العملية. وأن العملية (.) 
تجميعية لأند © > (رط,يه) ,(,5, ر5(,)9,ه)" فإن ۰ 
= ((يط ,5)ط,((يه) رآ بم)شه) = (a,b).[(2,,0,0.(02,b,)] = (a,b)(a, .b, (a, ),b,b,)‏ 

= (a.b(a, )Ö(, (a, )), (bb, )b,) = (a.B(a,).Ö o bı (a, ),(bb,)b,) = 


vw 





ري وه 2 ).0(2 (a(a,).bbı (a, ),(bb,)b,) = (a.b(a,),bb,‏ = 
ولكل عنصر © ع (8,5) يوجد مقلوب هو(-6)0(,5) 7 (53,). (تأكد من 
ذلك). , 

لتكن 4,8 زمرتين. نسمي الزمرة © بالنسبة إلى العملية المعرفة في التمهيدية (۸- 
)١-5‏ زمرة الجداء نصف المباشر للزمرتين 8 ,4 وذلك بالنسبة إلسى 
التشاكل (4 2u)‏ ج 8 : م . ا 

لتكن © زمرة الجداء نصف المباشر للزمرتين 4,8 بالنسبة إلى التشاكل 
(لم)#باء ج 8 : ج . إذا كان 

1خ ثح (0)م 2 VbeB,‏ 

فإن © هي زمرة الجداء المباشر للزمر ,4 . 
مبرهنة ۲-۴۳-۸. ٠ ٠‏ 

لتكن © زمرة و 4,8 زمرتين جزئيتين من الزمرة 6. وانفرض أن (0)4 
مجو عة التطبيقاك لار رة الج وة ذا وج تطبيق (م/0 ج 8م ى 
BEARS‏ ش 
؟ - ANB = (e)‏ 
۳ - قر(م)م = وة وذلك أياً كان ء 4,1 € ه. 
عندئذ فإن التطبيق ( )دام ج 8 :ص هو تشاكل زمري» كما أن © تماثل الجداء 
تس المناشن لازم 5 اة إلى الشاكل جر ظ 
البرهسان. 1 

لنفرض وجود التطبيق (0)4 ج 8 :مص ولنفرض أن م = (ط)م:8 » ۷2 . لنبرهن 
على أن (0)4 » 5 = (ط)م;8 > ط۷ هو تمائل للزمرة4 . لدينا ج 0:4 هو. 


YY 











تطبيق لازمرة 4, وحسب الشرط (۲) فإن 2)0(.5 = 4ط. لنبرهن على أن تشاكل 
للزمرة 4ے . ليكن 4. © ر4, ,4 عندئذ 
(ba, ) =‏ 6 ج (h(a, )b)a,‏ = = يه( (ba‏ = (رمره)ة = 6( 4 6 
b)رb(a,).b(a‏ = 
ومنه نجد أن 0( 6)4( ,۵)4 = ۵)٥,‏ وبالتالي فإن ( )5 ( ,6)4 = (5)4,.4 
وهذا يبين لنا أن التطبيق م هو تشاكل لازمرة 4. لنبرهن على أن 5 متباين. 
لیکن 4 > ٩,‏ بحيث ( ۵)4 = (,۵)4 ومنه 5)6,(.5 = 5)»,(.5 وحسب الشرط (۳) 
فإن رهط = 4 وبالتالي ره = ه أي أن التشاكل 5 متباين. 
بما أن 8 > ظط فإن 8 > 8 وأن 4 ج ي : 87 هو تشاكل للزمرة 4 : لیکن 4 ع © 
عندئذ حسب (۳) ماق “م(ن) م ومنه 4 ء (ه) م = مه"( وبالتالي فإن 
ab‏ = (طه. "¬ b(b"ab)b = b(b‏ 
ومنه ۾ = (ظ4" )۵ء وهذا يبين لنا أن التشاكل م غامر. مما سبق نجد أن التطبيق م 
0 تمائل للزمرة 4 › وبالتالي (م) 1ك > (8)م ومنه (4 ) :دا ج 8:س هو تطبيق. 
لنبرهن على أن التطبيق (4)/: ج 8 :مص هو تشاكل زمري. لبكن 8 ع ط0 
عندئذ 8 € ظ1 وأن ,طط = (رط. ,قاسم ول 5 قش تفال لاوس ورد ويه ايا 
كان 4 € 4 فان 
(b, û, (a))b, =‏ = (رط.(ه) (b,‏ رط = (ba)‏ رط > bb, (a)b,b, = (b,b,)a‏ 
(b, (Û, (a), 00, = bı (Ê, ())b,b, = Û, ob, (a)bıb,‏ = 
ومنه أيأ كان 4 »۾ فإن 
b;b,(a) = Û, Ê, (a)‏ 
وهذا يبين لنا أن رةه 4 = رةة أي أن (رط)م 8,(5)م = (رة,6)م ومنه نجد أن 
التطبيق مص هو تشاكل. , 0 


4 شيع يي 





ا .تمارين محلولة (۸) 


-١‏ أوجد عدد جميع العناصر في الزمرة ,2 © ورت والتي مرتبة كل منها 
تساوي 5. 

الخ 

لن 762 6,56 بالاأعق اة علس المبر هة 4 فن 
( 6,6( 3 وهذا وتحتق كي الحالات الثالية: 

5 = )ط)0 ,1= o(a)‏ و o(a)=0(b)=5‏ و 0(h)=1‏ ,5ع (60)ه. 
- الحالة الأولى: إذا كان 
o(b)=5 23 0‏ ,1 (0)6 
وهنا نجد أنه يوجد في ر2 عنصر واحد مرتبته1» وأربعة عناصر في ,2 مرتبة كل 
وأحد منها تساوي 5. ومنه يوجد لدينا في هذه الحالة أربعة عناصر على الأكثر 
في و7 © و2 مرتبة كل منها 5.. 
- الحالة الثانية: إذا كان 
0(a) = 0)8( = 5‏ 
وهنا نجد أنه توجد في ,7 أربعة عناصر مرتبة كل واحد.منها تساوي 5 وأربعة 
عناصر في ,2 مرتبة كل واحد منها تساوي.5. ومنه يوجد لدينا في ,2 © ورتء 16 
عضن مر فة كل ها أ ` 
- الحالة الثالثة: إذا كان 
o(a) = 5,0(b) =1‏ ش 
وهنا نجد أنه يوجد في ور 2 أربعة عناصر مرتبة كل واحد منها تساوي 5» وعنصر 
واحد في ,2 مرتبته1 . وفي هذه الحالة نجد أنه يوجد لدينا في 7 © 2Z,‏ علسى 
الأكثر 4 فاو مرو انها ی نذا ی د ا فس 202 
أربعة وعشرون عنصراً مرتبة كل منها تساوي 5. , ٠‏ 
۳۹ 

















E اللووفية بننو رفن الوسن عرو هاي ولق‎ TE 
a OK 
الخ‎ 

لنوجد أولاً عدد جميع العناصر في الزمرة و2 © و2 والتي مرتبة كل منها 
تساوي 10. لیکن ور2 © و2 » (0,5). لدينا حسب المبرهنة(/-١-4)‏ فإن 

10 = ((ط,ه)اه‎ = Iem(o(a),o(b)) 
وهذا يتحقق إذا كان‎ 
.0(4)=2, 0(b)=5<co(a)=10, o(b)=5 <o(a})=10, o(b)=1 

- الجالة الأولى: إذا كان 1= (60)5 ,10= (04)4. بما أن الزمرة ,2 تحوي 
زمرة جزئية دوارة وأحدة فقط مرتبتها 10 وأن أي زمرة دوارة مرتبتها 10 تملك أربع 
مولدات» وذلك حسب المبرهنة(۴-١-1).‏ وفي هذه الحالة نجد أنه توجد لدينا أربع 
احتمالات للعنصر (6,2). ش 

- الحالة الثانية: إذا كان 5 > (6)5 ,10> (0)6. كما وجدنا في الحالة الأولى فإن 
للعنصر ۾ أربعة احتمالات. وبما أنه في ور2 يوجد أربعة عناصر مرتبة كل منها 
تساوي 5» نجد أنه في هذه الحالة يوجد لدينا 16 إمكانية للعنصر (2,5). 


- الحالة الثالثة: إذا كان 5 = (0)8 ,2= (4)ه. بما أن أي زمرة دوارة مرتبتها . 


عدد زوجي تحوي زمرة جزئية واحدة فقط مرتبتها 2» نجد أن للعنصر + إمكانية 
وأحدة فقطء وللعنصر 5 أربعة إمكانيات. وفي هذه الحالة نجد أنه توجد لدينا4 
لحتنا الف اضر 2ن ) ا مرق تيد آنه دة حلم ف ادر 2 20 
مرتبة كل منها تساوي 10. وبما أن أية زمرة دوارة مرتبتها 10 تملك 4 مولدات يتبين 
لنا أنه توجد 6= زمرة جزئية مختلفة في الزمرة ووت © وورت ١م‏ 

- الزمرة 2 © 2 ليست دوارة. 
الحصسل. 

لفطل جدلا أن الذمرة 758:2 قؤارة موق بالمتضيى ABE E‏ أي 
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((6,8)) = 2 © 2 نيز حالتين: 
- الحالة الأولى: إذا كان 8 = ۾ عندئذ نجد أن )0 5 © (1,2) وهذا غير ممكن. 
- الحالة الثانية: إذا كان ط + م عندئذ نجد أن ((4,5©)) © (1,1) وهذا غير ممكن. 
نا عيرق همه أن الزعوة 2 83 7 لوت دوا 


من أجل أي زمرتين 8 ,4 .أثبت E‏ 


ا | 
لنعرف التطبيق ‏ ج 8 @ 4 :م بالشكل التالي: أْياً كان 8 @4 > (ط,4) فإن 
= (5,ه)م . فنجد أن م تشاکل» لأنه أيآ كان 8 © 4 > (,5,,ه),(0,5) فان ' 
bb, = p(a,b)p(a,,b,)‏ = (رطط,رهم)م = |( 1 
كما أن م غامرء لأنه أياً كان 8 > ظط فإن 8 ©4 > (ط,ء) وأن - (6,5)م ومنه 


0 من الواضح أن (ء) © 4 = م6 . وحسب المبرهنة (4-١-؟)‏ فإن 
erp‏ : 1 





xB 





(4©)0 ہ4 وبالتالي وہ 4ك , 1 


























تمارين (8) 


. أوجد مرتبة كل عنصر من الزمرة ,2 © ر2‎ -١ 

-١‏ لتكن © زمرة. أثبت أن المجموعة (© » ج © :(,#8)) = ۴ زمرة جزنية من 
الزمرة © © © . 

۳- هل الزمرتان ,و2 ,و2 © ,و2 متماثلتان؟. 

4 - هل الزمرتان ,7 ,,2 © ,2 متمائلتان؟. 

. أوجد جميع الزمر الجزئية التي مرتبة كل منها 3 في الزمرة ;2 © و2‎ -٥ 

*- أوجد جميع الزمر الجزئية التي مرتبة كل منها 4 في الزمرة,2 © ٠.‏ 

۷- عين في الزمرة ,,2 © ,2 © 2 زمرة جزئية مرتبتها9: .. 

۸- لتكن © زمرة تبديلية جمعيةء و ” عدداً صحيحاً موجباً. أثبت أن المجموعة 
(6عع :(جمرع)) - 87 هي زمرة جزتية من الزمرة © © ©. 

- أثبت أن الزمرة 7 © 7 تحوي زمرة جزئية تمائل ء2 © ,2ء 

. 2 أثبت أن الزمرة,2 © ,2 © ,2 تحوي سبع زمر جزئية مرتبة كل منها‎ -٠ 

-١‏ في زمرة الأعداد الصحيحة 2 لنفرض أن (7) = & ,(5) = 8 . أت أن 
K.H‏ = 2. وهل KxH‏ - 2؟. | 

۲ - أثبت أن الزمرة (77)117 تحوي زمرة جزئية تمائل وت © و2 . 

. 2, © 7, أثبت أن الزمرة (65) 0 تحوي زمرة جزئية تمائل‎ -١ 

-1١ ٤‏ أثبت أن الزمرتين (257)75 ,(7)55] متماتلتان. 

-١‏ أثبت أن الزمرتين (140) 0 ,(7)144] متماثلتان. 

5- هل الزمرتان ,2 © ,2 ,2® ,2 متمائلتان؟. ٠‏ 

7- أوجد عدد جميع الزمر الجزئية الدوارة من المرتبة 15 فسي 


الزمرة 236 6 290 2 








2 


۸- لتكن +7771 ع E‏ ووا هارا ابتك أن 
H" KK"‏ ع "2 © 8). حيث ` ْ 
heH}, K" ={k", kek}‏ ,"راع .H"‏ 
5- أوجد عدد جميع العناصر من المرتبة 15 في الزمرةم2 © ,2ء ثم عين 
جميع الزمر الجزئية الدوارة من المرتبة 15 في الزمرة وو2 © ر7 . 
-١‏ أي من الزمر الثالية م2 ,يت2 © ,7 ,,ت2 © ,2 © ,7 تمائل الزمرة 


20 6 2 
الا 


(اعالبسييتفن 007 1502 تيصق الز سر ااا ية 
و2 ووت2 © ,2 ,2® ,87 7Z,‏ تمائل الزمرة 8 .G/‏ 

5 - لتكن (6 11 = © و (1,15) = 7 ۰ (1,9) = »© . هل الزمرتان 27,1 
متماتلتان؟ وهل الزمرتان . ڄ / 8,6 / © متماظتان؟. 

۳ لتكن ,2 © و2 > © و ((4)0,0(,)2,0(,)0,2(,)2,2 = “EH‏ ((2,)) = £. أي 

. من الزمر التالية و © ,7 ,,2 تماثل الزمرة# /6. وأي من الزمر 
EEN E. O‏ 

6= Kx 8 لتكن © زمرة و ,1 زمرأ جزئية ناظمية في © بحيث‎ -٤ 
(FH :1( = +,) 1 :1( = 7# ولتكن 1 زمرة جزئية من ©. بفرض أن‎ 
(آى 87) »اام غ) د رلا‎ ùl gcd(, 71) = 1 وأن‎ 
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الفصسل التساسع 


النظضرية الأساسية للزمر التبديلية المنتهية 
ظ والمنتهية التوليد 


وتمثيلهاء وسوف نبدأ من المبرهنة التالية التي تبين لنا مدى روعة الثقنيات التي يمكن 
أستخدامها في نظرية الزمر بالاعتماد على زمرة الخارج. 


ا تومير ف اة 

.١-١-۹ مبرهنة‎ 

ليكن م عدداً أولياً و 6 زمرة تبديلية منتهية مرتبتها تقبل القسمة على العدد م . 
عندئذ يوجد في 6 عنصر مرتبته م . 

البرهسان. 

لنفرض أن 7 = (1: ©) عندتذ م = ۸ حيث 2 > . سوف نورد البرهان 
'بالاستقراء حسب . إذا كان 1= ” عندئذ 1 < مر = ” وبالتالي تكون الزمرة © دوارة 
ويوجد فيها عنصر × مرتبته م . لنفرض أن المبرهنة صحيحة من أجل جميع الزمسر 
الجزئية المحتواة تماما في 6. وهنا نميز حالتين: 

- الحالة الأولى. يوجد في 6 زمرة جزئية 6 عد 8 دليلها لا يقبل القسمة على مر 
عندئذ وحسب مبرهنة لاغرائج فإن (1: 7)( : ©) = (1: ©) وبالتالي فإن (1: 27) 
تقبل القسمة على م وحسب الفرض الاستقرائي يوجد في ۸ عنصر مرتبته م١‏ 


وبالتالي فإن © تحوي عنصر مرتبته ر . 


Yé 











- الحالة الثانية. جميع الزمر الجزئية المحتواة تماما في © أدلتها تقبل القسمة 
على س . لنرمز لمجموعة كل الزمر الجزئية المحتواة تماما في © بالرمز 5 ولنختر 
من 5 العنصر ذا الرتبة الأكبرء وليكن £ . إن × عنصر أعظمي في 5 (علل ذلك) 
وبالتالي فإن ‏ أكبر زمرة جزئية محتواة تماما في 6©. لنفرض أن و - (1: 16). إذا 
كان العدد ى يقبل القسمة على مر فإن × تحوي عنصراً مرتبته م . لنفرض أن 5 لا 
يقبل القسمة على جرء وليكن © ٤‏ × بحيث ل © ند ولنأخذ الزمرة (:) = 7. ولنفرض 
أن / = (7:1) عندئذ ۸7 = © (أثبث ذلك) ومنه (1:/)1661 م K7/K‏ = 06/16 
وهكذا فإن 

ش )1: )6 mp = (KT i:KX(K:)=(T:T‏ 
وبما أن العددى لا يقبل القسمة على مر نجد أن ( ۸ 7:7) يقبل القسمة على م وبما 
أن 
(T:D=(T:TAKT AK :1(‏ 

فإن + = (1:) تقيل القسمة على م وهكذا فإن © © ”ند عنصر مرتبته م , 

بالاعتماد على- المبرهنة السابقة تحصل على النتيجة التالية: 

كل زمرة تبديلية منتهية مرتبتها تقبل القسمة على العدد الأولي م تحوي زمرة 
جزئية مرتبتها ٠‏ م ش 

نأتي الآن لإثبات صحة المبرهنة الأساسية للزمر التبديلية المنتهية التي تنص على 
أن كل زمرة تبديلية منتهية هي مجموع مباشر لعدد منته من الزمر الدوارة المنتهية 
التي مرتبة كل منها قوة لعدد أولي» وهذا التمثيل وحيد بض النظر عن ترتيسب 
المضاريب في هذا المجموع. وبسبب كون البرهان طويلاً ومعقدا فإننا سوف نجزئه 
إلى عدد من المبرهنات التي تعد كل واحدة منها نتيجة هامة بحد ذاتها. وسوف نبداً 


من بالمبرهنة التالية: 





فوط ا 
لتكن © زمرة تبديلية منتهية مرتبتها "ر حيث م عدد اولي و 1 أعداد 
صحيحة موجبة وأن م لا يقسم 7#. عندئذ 7 × ڄ = 0 حيث 
H={x:ixeG; x” =e}‏ ولومد "د K={:ixeG;‏ 

بالإضافة لذلك فإن "م = (1: 17) . 
البرهسان. 

بالعودة إلى التمرين المحلول (؟-5) نجد أن كلا من 1,77 زمرة جزئية من € . 
وبما أن الزمرة © تبديلية فإن 177 = £۸1 وحسب المبرهنة )۴-٠-١(‏ فإن الجداء 
7 هو زمرة جزئية من ©. وبما أن العدد مم أولي وأن 7# لا يقبل القسمة على مر 
فإن 1= (7,م )تع ومنه1- (7,”م)00؟ وبالتالي يوجد 2 ع ری بحيسث 
1p"‏ + ی =1 ومنه اا كان 6 ع« فإن "لمر اتير ے “قير = ا دايز وبما أن 
سر أي أن x € KH‏ 
وهكذا فإن KH‏ جح © وهذا يبين لنا أن 77 = ©. لیکن 87 6 ٤‏ ع بر ولنفرض أن 
مرتبة العنصر بر تساوي 4 عندئذه = بر وبما أن ۸1 > بر فإن م = ”ر كذلك بما 


2 "كيم ون تت 7 "طابر 5 3 أن e H,x” € K‏ 


ا ےک و 
1 = (7ه, ")عع نجد أن 7-1 . ومنه © = بر أي أن (e)‏ = 11ح ع . مما سبق نجد 
أن 7 × × = ©. لنبرهن الآن على أن "م = (1: 77) .حسب التمرين المحلول(ه-5) 
لدينا 

020000 
(KnH:1)‏ 
إن (1: ) لا تقبل القسمة على ص» لأنه إذا كانت (1: 7) تقبل القسمة على مر فإن 
ديه = (1: 7) حيث 7 2 وحسب المبرهنة )١1-1-5(‏ فإن الزمرة تحوي 
عنصراً مرتبته م. لنرمز لهذا العنصر بالرمز 2. بما أن > 2 فإن »> ”2 ومنه 
نجد أن ” يقبل القسمة على جرء وهذا يناقض الفرض. إذن (1: 75) لا تقبل القسمة 


(KH :1) = = (H :1)(K :1) = P"m 


4¥ 








على م . ومنه فإن (1: 27) ؛تقبل القسمة على م وبالتالي (1: 7) تقبل القسمة على "م ٠‏ 
وهذا يبين لنا أن ”م = (1: ۰)11 ۾ 
يمكن تعميم المبرهنة السابقة على الشكل التالي: 


037 
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لتكن © زمرة تبديلية منتهية بحيث “إص.:... م.م = (1: ©) حيث رم أعداد أولية 

مختلفة. ولتكن (2 = ”× :© »ع عد : *) - (رت)©. عندئة 
(رص)© »...> زيم )© »(رص) © = G‏ 

وأن ",م = (1: (رص)©)١,‏ 
نأتي الآن إلى الخطوة التالية وهي المبرهنة الهامة التالية: 
ميرهنة ."-١-9‏ ش 

لتكن © زمرة تبديلية منتهية مرتبتها قوة للعدد الأولي م وليكن © > العنصر ذا 
المرتبة الأعظمية في ©. عندئذ يمكن نشر الزمرة © على الكل £ »(») = 6ء 
حيث £ زمرة جزئية مناسبة من 6. ١‏ 
البرهسان. ` 


0 


لنفرض أن "م = (1: 6). البرهان سوف نورده بالاستقراء حسب7. إذا كان 
1= ” عندئذ الزمرة © هي زمرة دوارة وأن (ه) = © حيث © » ۾ مرتبته أعظمية؛ 
وبالتالي ()»:(4) = ©. لنفرض أن المبرهنة صحيحة من أجل كل زمرة مرتبتها من 
الشكل “مر حيث > . ولنختر من © العنصر © ذا المرتبة الأعظميةء ولنفرض أن 
”م = (4)م. لنبرهن أنه أي كان © »> × فإن ء = "7 . لیکن © © × عمد أ 
مرتبته “م . بما أن © >4 عنصر مرتبته أعظميةء فإن :7 > ى وحسب خوارزمية 
القسمة يوجد 7 € 9,7 بحيث +٣‏ ىن = م7 وأن 5 > ۸ > 0. لنفرض دلا أن 0 + , 
عندئذ يكون وبر > ديم وأن ‏ ”×= 7ج كز )= × = ”ند وبالتالي ع = x‏ 
وذلك أي كان 6 > ×» وبما أن © ٤‏ ۾ فإن م = ”4 وهذا يناقض کون "م = .٥)4(‏ 
إذن 0 = م وبالتالي اكان 266 فإنم- × إذا کان (ه) = © 


م ي ب 








عندئذ () »() = © "رينم المطلوب. لنفرض أن (4) ± © ولنختر من © العنصر ط 
ذا المرتبة الأصغر فلع ما أجله (4) ع ق. لدينا © » ”5 وأن (ط)ه > (57)ه 
وبالتالي فإن (۾) » 67. بهذا الشكل نجد أن (0)5() » ط ومنه 'م = ”م 
ون “*”(ام) = "””(ط) = ”37 ده وهكذا فإن ""م > ('0)6 أي أن العنصر أي 
ليس مولداً للزمرة (6) وذلك لأن "م = (1: (4)) = (0)0 وحسب المبرهنة )۸-١-۳(‏ 
فإن 1 (, ”م)4مع أي يوجد قاسم مشترك لكل من ¡, "م وهذا يبين لنا أن م يقسم ¡ 
وبالتالي يوجد 2 ٤‏ 'ر بحيث زم = ا ومنه م = “م = ”3 لنأخذ العنصر 28م =ء. 
فنجد أن (ه) © ء لأنه إذا كان (») ع © فإن (04) > لهم = ط» وهذا غير ممكن. كما أن 
مع ab” =D Pb"‏ د =a Pb”‏ طن 

وهكذا نجد أنه يوجد في © عنصر ء مرتبته م وأن (4) #ء وهذا يبين لنا 
أن مر = (0)6 وبالتالي (ع) = (ط) ۸ (4): لنأخذ الزمرة (5)/ © = €. وليكن © » ند 
ولنفرض أن © =  6/)5(‏ (ط)5 = . نلاحظ أن ”م = (0)4 = (©)0 لأنه إذا كان 
"م = (م)ه > (ه)ن فإن 2 = "”(7) وبالتالي (5) = (5) ' ”7م = ”((4)0) ومنه 
() € '””4. مما سبق نجد أن (ه) = (6)5 (0) © " 
يناقض كون ”م = (ه)0. إذن "م = (0)4 = (7)ه وهكذا نجد أن العنصر 7 هو 
العنصر من © ذو المرتبة الأكبر. هتني افر شالارا دان £ 8 )ع 6 
حيث ۴ زمرة جزئية مناسبة من . لنأخذ الصورة العكسية للزمرة الجزئية × وفق 
التشاكل القانوني الغامر. أي لنأخذ المجموعة ٠‏ 


۰ 21-1 2 nı 
أي أن معد ”م وهذا‎ a? 


K={xixeG; Fek} 
فان‎ × e )a(۸^ ۸ رة جز ية فن 6 ون( <= £ 28 لأنه إذا كان‎ K إن‎ 
وبالتالي (0) € × أي أن () = (4(۸)0) × ومنه‎ #٤ )7(^ € = )2( 
۰6ہ‎ =)4(× ٤ م (ه). كما أن .(4) = © وهكذا نجد أن‎ K = )( 
بالاعتماد على المبرهنة (1-9-") نتوصل إلى الحقيقة الهامة التالية:.‎ 
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مبرهنة 4-1-۹. , 

كل زمرة تبديلية منتهية مرتبتها قوة لعدد أولي هي مجموع مباشر لزمر دوارة. 
البرهسان. 

لتكن © زمرة تبديلية منتهية بحيث "م = (1: 6) حيث م عدد أولي و 2 € 71. 
سوف نورد البرهان بالاستقراء حسب7. من أجل8-1 فإن م = (1: ©) وبالتسالي 
الزمرة © دوارة ومنه (6)< (4) = © حيث © > ۾. لنفرض الآن أن المبرهنة 
صحيحة من أجل كل زمرة جزئية محتؤاة تماما في 6. أي لأجل كل زمرة جزئية 
مرتبتها من الشكل "م حيث 7 > 5. بما أن ”م = (0:1) وبالاعتماد على 
المبرهنة(9-١-")‏ فإن ‏ ×(ه) = © حيث © >4 العنصر ذو المرتبة الأعظمية في 
SRG‏ عي 6 اويل أن نه لجان KUVE‏ 
حيث ” > و > 1 وحسب الفرض الاستقرائي فإن 

1 د‎ H,xH, x--<xH, 
. حيث كل من ,8 هي زمرة-جزئية دوارة من . ومنه‎ 
„۰G = (a)x 27, x H, x.x H, 

بالاعتماد على المبرهنتين(۹-٠-۲)‏ و(9-١-")‏ نصل إلى المبرهنة الهامة التالية: 
ميرهنة ۱-۹-ه. 

كل زمرة تبديلية منتهية هي مجموع مباشر ازمر دوارة مرتبة كل منها قوة لعدد 
أولي. 
اليرهسان. 

لتكن © زمرة تبديلية منتهية. ولنفرض أن + = (1: 6©). بما أن عدد صحيح 
موجب فإنه بالإمكان كتابته على الشكل "ربر..... ”,م. "زب  -‏ حيث ,بر أعداد أولية 
مختلفة من أجل كل / >7 > 1. ومنه حسب نتيجة المبرهنة (9-١-؟)‏ نجد أن 

(,ص)© ...»وص )© »ا (رص)© = © 





0# 
7 


حيث كل من (,م)© َي زمرة دوارة مرتبتها م وهي قوة للعدد الأولي ,م . 
وحسب المبرهنة(9-١-5)‏ فإن كل زمرة من الزمر (,م)© هي مجموع مباشر لزمر 
دوارة. ممأ سبق نستنتج:أن © هي مجموع مباشر لزمر دوارة مرتبة كل منها قوة 
لعدد أولي. , 

لإثبات صحة المبرهنة الأساسية للزمر التبديلية المنتهية بقي لنا إثبات الحقيقة 
التالية: 
مبرهنة ,5-1١-94‏ 

لتكن 6 زمرة تبديلية منتهية مرتبتها قوة لعدد أولي. إذا كان 

0 - 17, < و17 »ا ي[8‎ <0: 8, G=KxKxK,x-“xK, 
حيتث كل من ,, ,87 زمر جزئية دوارة مغايرة للزمرة(ء) أيأ كان‎ 
ون‎ .ISjsm, IsSisn 
(K, :D= (Kya iD, (HE, :D= (H7, :D 

tS AS Ay OF DAKE يوز بتوق و1‎ iê 
البرهان.‎ 

تحرف "نوكه الإزهان E E‏ أو “درك 610 
من أجل 1 -+ نجد أن بر = (1: ©) والمبرهنة صحيحة. لنفرض أن المبرهنة صحيحة 
من أجل جميع الزمر التبديلية التي مراتبها أصغر من مرنبة الزمرة 6. بما أنه مسن 
أجل أية زمرة تبديلية 1 فإن المجموعة !1 ع +« :”)= 1 هي زمرة جزئية 
من 1 نجد أن 

| .67 = [67 xK? وأن 17 »...كا‎ G” SBA 

حيت "77 هو أكبر عدد صحيح بين الأعداد 7 التي مو لاط كوا 0 ون # كن" 
أكبر عدد صحيح بين الأعداد تر التي من أجلها م < (1: ,). وهذا يبين لنا أن كلا 
الجدائين المبافرين السايقين للزمرة 67ل يعسو ماريب #نتتاوي (6): وبسا 


أن (1: ©) > (1: 27) فإنه حسب الفرض الاستقرائي نسانتج أن 7ع ٠ nı‏ 


Yo) 











ون (1: £7) - (8:1) 'حيث “م ...,1,2- 1. وبما أن (1: (FF‏ = )1: ,41) 
وأن 1: ?)م = (1: ) نجد أن (1: ,)= (1: ,7) حيث ',...,1,2= . بقي لنا 
أن نبرهن أن عدد الزمر ,7 التي مراتبها تساوي م يساوي عدد الزمر ,£ التي 
مراتبها تساوي م . بمعنى اكور هيب أن تدر هن أن “بر ۸ = “ووو ورة. يمأ 
أن (1: ,&) = (1: ,7) حيث ',...,1,2= 1 وأن ۸ < ولكون 

”و (1: (FE, :1(٠٠١ (FH, :Dp"™™ = )© :1( = (K, :1(K, :1( ٠٠)‏ ( 
نجد أن "م = ور أي أن “م م = “بر ع وبالتالي 77 = ۰ م 

نأتي الآن لإثبات المبرهنة الأساسية للزمر التبديلية المنتهية. 
مبرهنة ۷-1-۹.(المبرهنة الأساسية للزمر التبديلية ية المنتهية). 

كل زمرة تبديلية منتهية عبارة عن مجموع مباشر لزمر دوارة مرتبة كل منها قنوة 
لعدد أولي. علاوة على ذلك فإن هذا التمثيل وحيد بغض النظر عن ترتيب المضاريب. 
البرهسان. 


لتكن 6 زمرة تبديلية منتهية. حسب المبرهنة )0-١-4(‏ فإن © هي مجموع مباشر . 


لزمر دوارة مرتبة كل منها قوة لعدد أولي. وحسب المبرهنة )١-١-1(‏ فإن هذا 


التمثيل وحيد. , 
لنورد بعض الأمتلة على النظرية الأساسية للزمر التبديلية المنتهية. 
متسال .١‏ 


لتكن © زمرة تبديلية منتهية و جم عدد أولي. 
-١‏ إذا كانت م = (1: ©) عندئذ فإن ,7 × 6 . 
؟- إذا كانت 2م = (1: ©) عندئذ إما ر 2 م © أو ;82 ,2× ©. 
ا إذا كانت "م = (1: ©) عندتذ فإن © تمثل بأحد الجداءات المباشرة ر 
2 مم © 
62 به 
م7 © مت © ,2ع © 





3 إذا كانت 4 0 =0 كك عندند ذ فان 6 تمتل بأحد الجداءات المباشرة التالية: 
Ga Ly :‏ 


2 
FP‏ 7 
. 27 © ,و مم قنى 
P‏ م 
GnZ,0Z,02,02, )‏ 
مقسال ۲. 





لتكن © زمرة تبديلية منتهية مرتبتها1176. بما أن 2.3.7 = 1176= (1: 6) 
فإن © تمائل واحداً من الجداءات المباشرة التالية: 
ور © و2 © 2 
و2 © ,2 © ,2 © ,2 
,02,0 ,2,02,082 
®Z, © 2‏ ود © و2 
,2,02 2,6 هنية 2,6 
ب2 © 27 2,8 © ,2 © ,2 © ,2 
خوارزمية نشر الزمرة التبديلية المنتهية ذات المرتبة "م في مجموع مباشر. 
لتكن © زمرة تبديلية منتهية.مرتبتها ”م . لنشر الزمرة © في مجموع مباشر نتبج 
الخطوات التالية: 
السو فة حماك مر يفم عناصو ار 
يي ATE‏ 
الزمرة (,4) = ,6 .لنضع 1 - 1. 
۳ - إذا كانت (1: )G,‏ = (1: ©) نتوقف. والا نستبدل الدليل 7 بالدليل 1+ 1. 
4 - نختار العنصر ,» ذا المرتبة الأكبر. ولتكن “م = (,6)6 ويجب أن تحقق 
(1: ب 1(/)6: ©) > “م وبحيث جميع العناصر /4.-.., ه, 47,4۴ ,ره لا تنتمي 
للزمرة ,6 ثم نأخذ الزمرة (,4)< ,€ = ,6. 


fof 

















ه - نعود إلى الخطو رقم ۳ 

كتطبيق على الخواززمية.السابقة لندرس المثال التالي: 
مال ۳. 

لتكن © زمرة تبديلية مرتبتها "2 . 

ادال با لتك ا ا 

9 لنفرض أن العنصر ,6 هو العنصر ذو المرتيبة الأكبر في © ولنفبرض أن 
27 -(,)0 حيث ۸> #. عندئذ نجد أن الزمرة(,») هي أحد معاملات 
المجموع المباشر للزمرة ©. 

۳ إذا كانت ( ,6) + 06 نختار العنصر ره ذا المرتبة الأعظميةء وبفرض أن 
2 = (0)672 وبحيث 

2° <(G:1/(G, :D = 2*/27 - 2" 
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حيث (,4) = ,6. ومنه 2-7 > ى وأن جميع العناصر 02,---,2,42,22ه لا 


تنتمي إلى الزمرة (,ه) = ,6. عندئذ تكون الزمرة(ره) = ر6 هي الحد الثاني في 
المجموع المباشر. إذا كان ى+” -: نختار العنصصر ,ه ذا المرتبة الأكبر 
ولتكن '2 = (,6)ه0 بحيث تحقق ۸-٣-۶‏ > : وأن E‏ من العناصر 
42,--., 42,44 , ,8 لا تنتمي إلى الزمرة 

(*2>ر>0 Osi<2',‏ ,1 مه (a xlas‏ 
عندئذ نجد أن (,6) هو المعامل الآخر في النشر المطلوب. نتابع بهذا الشكل إلى أن 


نحصل على مجموع مباشر مرتبته تساوي مرتبة الزمرة © . 


۲-۹. الزمر التبديلية منتهية التوليسد. 

وجدنا في الفقرة )١-9(‏ أن كل زمرة تبديلية ومنتهية تنشر في مجموع مباشر لعدد 
منته من الزمر الدوارة. يوجد صف آخر من الزمر ينشر في مجموع منته لزمر 
دوارة هو صف الزمر التبديلية منتهية التوليد والذي سوف ندرسه في هذه الفقفرة 


ولأجل ذلك لابد لنا من التعريف الثالي: 


of 





لتكن © زمرة إن المنجموعة 
(*37 ع G(G)={x:xe G;jo(x)‏ 

تشكل زمرة جزتية من الزمرة © تسمى زمرة الفتل الجزئية (انظر التمرين المحلول 
(0-ه). ظ 
- إذا كان © = (©)ي تقول عن الزمرة © إنها زمرة فتل. 
- إذا كان (6)- (6) نقول عن الزمرة © إنها زمرة فتل حرة. 

ينتج من التعريف أنه إذا كانت © = (©)» فإن جميع عناصر الزمرة © ذو 
مرتبة منتهية. أما في حالة (ء) -(©)2 فإن العنصر الوحيد في الزنمرة © الذي 
مرتبته منتهية هو العنصر الحيادي. بمعنى آخر یا كان 6 »× بحيث #6 فإن 
ان وهذا يبين لنا أن الزمرة € في هذه الحالة تكون غير منتهية. 
أما في الحالة التي من أجلها © = (©)» فإن الزمرة € تكون منتهيةء وهذا ما سوف 
نبينه لاحقاء ولنبدأ بدراسة الزمر الجزئية للزمر التبديلية منتهية التوليدء وذلك من 
خلال المبرهنة التالية: 
مبرهنة 9-؟-1., 

لتكن © زمرة تبديلية منتهية التوليد ومولدة ب ” عنصر. عندئذ كل زمرة جزئية 


من الزمرة © تكون أيضا منتهية التوليد ومولدة ب-۸ عنصر.. 


البرهسان. 

لنفرض أن الزمرة © تبديلية وأن CG = (a Fj)‏ حيث € 26 
7 >7 >1. ولتكن /#زمرة جزئية من الزمرة ©. لنورد البرهان بالاستقراء حسب ٠.7‏ 
من أجل 1= ” عندئذ تكون الزمرة © دوارة وحسب المبرهنة )1-١-5(‏ تكون 
الزمرة الجزئية 8 دوارة» والمبرهنة صحيحة في هذه الحالة. 
من أجل 1<. لنفرض أن المبرهنة صحيحة لأجل أية زمرة تبديلية منتهية التوليد 


ومولدة ب(7-1) نصر . ولنفرض O‏ 2 |2 ونما أن الزمرة 


Yoo 




















6 تبديلية فإن الزمرة الجزئية 7 تكون ناظمية في © وحسب الفرض الاستقرائي 
فإن الزمرة الجزئية ۷ 0 تكون منتهية التوليد ومولدة ب-(7-1) عنضر وحسب 
مبرهنة التماثل الثائية فإن 

HNH هك‎ 

HAN. N N 
6 = (x ع وبما أن ( × ,“و‎ ٤G عندئذ 7ع =۴ وحيث‎ 2 > G/ ۸۷ ليكن‎ 





وحسب المبرهنة )1-1( فان "۰ و ر ير = ع حيث 
ا 0 برام م 6ن ب 
7 >2 > اوم ع لل * وبما ان EN‏ ا 93 تو 20 لجد أن 
س امد س 6 4م ر مغ 7ج داج 
(xf x xg, N=x*N=(x,N)*‏ الع دع 


وذلك أياً كان ٤6/۸‏ 7 وهذا يبين لنا أن الزمرة G/N‏ دوارة وأن 





.G/N =), )‏ وبما أن ا هي زمرة جزٿية من اوعدا فإن الزمرة 


HN 








حبنن النور ا جزة وان ادر دوارة وبالتالي الزمرة ر تكون أيضا 
HoN‏ 
NN)" = y" (HAN)‏ قابر) = h =h(HNON)‏ 


حيث 2 77 . ومنه يوجد N‏ م رع ج بحيث "ر - # . وبما أن الزمسرة 8137 


دوارة ومنه FAN)‏ حيث 87 ع بر . وبالتالی أياً كان ۸1 > ۸ فإن 


مولدة ب(2-1) عنصر من الزمرة 8 تكون مولدة أيضا ب (1-#) عنصر 
بالإضافة إلى العنصر بر. وهذا يبين لنا أن الزمرة الجزئية 7 مولدة ب۸ عنصر. م 
لنبرهن الآن أنه إذا كانت © زمرة منتهية التوليد وتحقق © = (©)ي فإن الزمرة 
© تكون منتهية وذلك من خلال المبرهنة التالية: 
مبرهنة 5-5-6 
كل زمرة فتل منتهية التوليد و تبديلية تكون منتهية. 
اليرهسان. 
لتكن © زمرة فتل منتهية التوليد و تبديلية. أي © = (6) ولنفرت 


و 0 





3 : 
حيث © € ,× و ك 1ع 1. البرهان سنورده بالاستقراء حسب ۸. 
- من أجل 0-1 نجد أن (,«) = 6 أي أن الزمرة © دوارة وبا أن (2)6 > ,مر 
فإن * 37 © (,)0. لنفرض أن © = (,)0 ومنه © > (,6)ه = (1: ©) وبالتالي فان 
الزمرة © منتهية. 
- 1< «. لنفرض أن المبرهنة صحيحة من أجل (7-1) ولنفرض أن 
RFA‏ ع ار 
وبما أن )2 - 6ح ۷ فإن كل عنصر من 237 مرتبته منتهيسة أي أن (2)07 = ۸ 
وحسب الفرض الاستقرائي فإن الزمرة ١‏ تكون منتهية. لنفرض أن7-(1:/). 
من جهة أخرى بما أن الزمرة © تبديلية فإن الزمرة © ناظمية في ©» ومنه أياً كان 
FeGIN‏ فإن الع =£ حيث 6 > ع ومنسه يز .... نويل × مير = ع حيسث 
7 > 7ع أار»ع به ويما أن N‏ و E‏ 26 نجد أن 
(f 1 gy N= N=(,N)®‏ - الع دع 
ا ج أن ا وو ی لزان أن 
.GIN =(x,N)‏ ظ 
من جهة أخرى وبما أن (4)6 = © » ,× فإن العنصر ,× مرتبته منتهية. لنفرض أن 
© > (,*)ه عندئذ يكون لدينا ۾ = (37,<)ه - (1: )G/N‏ وبمسا أن 
610-61719) وحمب مر هة لاغ ر اتم نهد أن 
(G :1) = (G: N)(N :1( = am‏ 
وهذا يبين لنا أن الزمرة © منتهية. , 
حقيقة هامة أخرى حول هذا الموضوع نوردها من خلال المبرهنة التالية: 
ميرهنة ٠ .۳-۲-٩‏ 
إذا كانت الزمرة © تبديلية منتهية التوليد فإن الزمرة (6/4)6 هي زمرة فتل 
حرة منتهية التوليد. 
البر هان . 


YoY 











بما أن الزمرة © تبديلية فإن الزمرة (6) ناظمية وبالتالي فإن الزمرة 
269 / © تبديلية. لنفرض: أن ( ,“و :¥( = G‏ حيث ©ع يم > 1 ع 1. 
وليكن (4)6/ 26 7 عنائذ (4)0ج = 2 حيث 6ع ع. وبما أن 
مو لل چ 7 لور = چ فلن 1 
(x4 (GNF {x24 (GC) .-<-{x,g (GD‏ = 8 
e‏ ) الزمرة (2)06 / © منتهية التوليد ومولدة بالمجموحة 
(GC), x24 (CG), ---, x, (G)}‏ 4 ند 
ليكن (4)0/© > 7 عنصراً ذا مرتبة منتهية وأن +7 = (0)8 عندئذ 
م»ي"ج = "((0)يو) - F"‏ - )و 
ومنه (6) > ”ج أي أن العنصر ”ع ذو مرتبة منتهية. لنفرض أن 1= (”0)8 عندئذ 
= 'ز"ي) = ”ع وهذا يبين لنا أن (©)يء ع وبالتالي (6)ي - (0)يج = 8 
وهذا يبين لنا أن (©)ي = .4)G/4)6((‏ مما سبق نجد أن الزمرة (4)©6 / © هي 
زمرة فتل حرة.., 
لندرس الآن مبرهنة التمثيل للزمر التبديلية منتهية التوليد. 
مبرهنة 4-۲-۹. ش 
لتكن © زمرة فتل حرة منتهية التوليد و تبديلية. عندئذ 
١‏ - © تمائل مجموع مباشر لزمر دوارة غير منتهية. 
۲ - إذا كانت 77 زمرة جزئية من © تحقق أن (77 : ©) منته فإن 87 ہ ©. 
البرهان. ٠‏ 
١‏ - لنفرض أن الزمرة € ف زمر لجز منتهية التوليد و تبديلية. من 
المعلوم أنه في هذه الحالة يوجد أكثر من مجموعة منتهية من © تكون مولدة للزمرة 
©. لنأخذ أصغر مجموعة مولدة للزمسرة © ولتكن هذه المجموعة 
Ms,‏ أي أن ام وبما أن ¢(G) = (e)‏ فإنه 


1 
15 
آیا كان م > 7 > 1 فان م = (2)0. سوف نورد البرهان بالاستقراء حسب 72 


<2 





ê 


من أجل 1= ۸ نجذ أن (:) = © أي أن الزنمرة © دوارة وغير منتهية لأن 


© = (ر×)٥‏ والمبرهنة صحيحة. 
فر لحل عار فض أن رة ج ككل سن 
ولنفرض (لأجل الحصول على تتاقض) أنه في الزمرة © تتحقق العلاقة 
€ = "7د .... تود x‏ حيث 2 © ره ٠00,‏ ي© ,© وأن 0 ,4 . ولنضع 
الو رك E‏ 

فنجد أن × زمرة جزئية من © ومنتهية التوليد عدد مولداتها (1-) ولا توجد في 
ج مجموعات منتهية تولد × قدرتها أصغر من (7-1) لأنه في الحالة المعاكسة 
يوجد في € مجموعة منتهية قدرتها أصغر من * وتولد الزمرة © وهذا مرفوض 
فرضصا. من جهة أخسرى: بما أن مع مين .... فين مين ف إن 
( و“ = 85 ع × وبما أن الزمرة © تبديلية فإن الزمرة الجزئية × 
تكون ناظمية في © ومنه الزمرة 5 /© تبديلية. لیکن 1 / © © 2 ا gk‏ دع 
حيست 66ع ومنة يوت ين #يرعاج حتت 22 8 رق هر ويسا أن 
f. € £‏ ميد نجد أن 


1- ل 
K = (x,K)^‏ طبر = JK‏ طير .... ظير F = gK = (xû‏ 


وهذأ يبين لنا أن =(x,K)‏ ع1 / © أي أن الزمرة £ G/‏ دوارة. وبما أن £ ع 7 فان 


كلع “الى د اع x"‏ 

ومنه فإن || > (0):,4 وهذا يبين لنا أن 
|a,| > ©‏ > ©1,نت)ه - (1: 16 /©) 

لنفرض أن = (1: £ / ©) عندئذ م = (© : ©) كما أن 1< م لأن G+ ٤‏ 
© > إيه| > 4 >1. 
لنعرف العلاقة £ ج :م بالشكل التالي: أيا كان © » ع فإن “ع = (ع)م. واضح 
أن £ e‏ “ع لأن £ eG/‏ »ع = # وبما أن # - 1:1 / ©) فإن 

عا اع = =(gK)'‏ “ع = K‏ 


5 : 10۹ 











أي أن × »ع *ج . كما أن 9 تطبيق لأنه أياً كان © > رع ,بع فإن 

(يع)م(رع)م = يع ع = )£182( = )#8182 
وذلك لأن الزمرة © تبديلية. كما أن Kerp = (e)‏ لأنه إذا کان م Ker‏ ء عي 
عندئذ 6 » ع وأن “ع - (8)م كذلك ×=(ي)م وبالتالي ء= “ع أي 


أن (©) = ¢(G)‏ ع ع8 ومنه ‏ = 8 . . أنفرض أن Imo = M‏ عندئذ 2 بم 74 وحسب 


مبرهنة التشاكل الزمري فإن وحصآ د م G/ Ker‏ أي أن © ج 2 ح 34 ع ©. وبما أن 


الزمرة © منتهية التوليد فإن الزمرة ©2:آ/ © منتهية التوليد وتحقق 2 = *72 وذلك 
يا كان م 6/۳ ع . وهذا يبين لنا أن (م ص : ©) منته نجد أن (م منآ: ۸) 
وذلك لان ۰ 
(G:M)=(G:KXK :lmo)‏ ` 
وحسب الفرض الاستقرائي نجد أن ہ م ص[ ہ © وهذا يبين.لنا أن الزنمرة © 
مولدة ب (2-1) عنصر مما يناقض الفرض. مما سبق نجد أنه لا توجد علاقة 
e‏ = .ل ود لد من أجل ±0 ينه بم > >1. وهكذا نجد أن الزمرة © تمائل 
مجموعاً مباشراً لعدد منته من الزمر الدوارة المنتهية. 
۲ - لتكن ۸7 زمرة جزئية من الزمرة © تحقق (2 : 6) منته وحسب المبرهنة (1- 
)٠١ -١‏ فإن الزمرة 8 تكون منتهية التوليدء وحسب المبرهنة )١-5-8(‏ 
الزمرتين 7 ,6 تملكان العدد نفسه من المولدات. لنفرض أن عدد المولدات لكل مسن 
7 ,© هو يم. عندئذ حسب )١(‏ فإن 
XG, xG, 0000 ©‏ ,6 ع © وأن 3 <٠‏ و17 » Hx HxH)‏ 

حيث كل من ,11,6 240 E A‏ وبما أن ,© بم به 7 ایا کان 
م > >1 نجد أن 0ه قاع 

لندرس الآن تمثيل الزمر التبديليةء ولأجل ذلك لابد لنا من التعريف التالي: 





+ 


و 
تعر يسقف . ر 
لتكن © زمرة تبديلية و ⁄ مجموعة جرّئية وغير خالية من ©. نقول عن الزمرة 
© إنها زمرة تبديلية حرة على 5ل إذا تحقق الشرط التالي: من أجل أي زمرة 
تبديلية 8 ومن أجل أي تطبيق 8 ج × : © يوجد تشاكل زمري وحيد 8 ج 2 : © 
من أجله (»)© = ()6 وذلك أي كان تار ٤‏ . 
مبرهنة ۹--ه. 

لتكن © زمرة تبديلية حرة على المجموعة غير الخالية ×. ولتكن 4 زمرة تبديلية 
و © ج 4 :ير تشاكلاً زمرياً غامراً. عندئذ توجد زمرة جزئية 1 من 4 تماشل © 
وتحقق 8 A4 = Kerf x‏ . 
اليرهسان. 

ہما أن © جح × وأن التشاکل ‏ غامر فإنه ایا كان × ٤‏ × يوجد 4 ٤‏ ,م بحيث 
×= (,ع)/. لنأخذ المجموعة : 

S={g; xe#} 

فنجد أن ۸4 5.. لنفرض أن (5) = 7 ومنه فإن ٨7‏ زمرة جزئية من 4 . لنعمرف 
العلاقة 7 ج :م بالشكل ,ع = (2)م وذلك أي كان ¥ > ×. واضح أن ألعلاقة 
م تطبيق. من جهة أخرى» بما أن الزمرة 4 تبديلية فإن الزمرة 28 تبديلية. وبما أن 


الزمرة © هي زمرة تبديلية حرة على + وأن 7 ج piX‏ تطبيق فإنهةه حسب 


تعريف الزمرة التبديلية الحرة على يوجد تشاكل زمري وحيد 8 ج 6: 6 
يحقق (0)م = ()5 وذلك أياً كان + » ×. كما أن التشاكل 2 غامر لأنه أياً 
كان 7 € ر خان ٠‏ 
E BE‏ دار 
حيث 2 € 65,2 ,8 وذلك أيا کان > تر > 1. وبما أن 
Xs sx, EX CG‏ 


ا +2 © + 
فإن © € 2 x‏ ند 67د وان 














1 


PO r Xj ٠١د"‎ ) = (P(x, J) (PO, 7-0 (P(X, ((‏ 
(p(x, 7 1 PTE E‏ = 
لنفرض أن ۶ هو مقصور التشاكل ۶ على 8 فنجد أن © ج ۶:7 تشاكل 
بحقق (7)/ = (7)/ وذلك أيأ کان 7 € ۸ ومنه فإن © ج ٥7:6‏ تشاكل زمري 
يحقق × ع تدا فان 

/ (x)= 7 OE (E. (يو) رح‎ =x 
وبما أن الزمرة © هي زمرة تبديلية حرة على 2 فإنه من أجل أي‎ 


تطبيق © ج :+ المعرف بالشكل × = (*)2 وذلك أيأ كان © ٤‏ × يوجد تشاکل 


زمري وحيد 6 ج 0 :2 من أجله × = (7)۸ = (٭)7 وذلك یا كان × ع × ويما أن 


التشاكل المطابق © ج ©: ى[ يحقق + - (2)ى7 وذلك × ۷×٤‏ نجد أن 2-17 


أي أن ى هو التشاكل الزمري الوحيد الذي من أجله + > ()ى1 وذلك × ٤۷ء‏ 


وبما أن © ج 52:06ث/ تشاكل زمري يحقق × ۷×٤‏ فإن + (572)0/ نجد 
أن ۾[ = ٥#‏ ۶ ومنه نجد أن التشاكل م متباين لأنه إذا كان و٣٤‏ > بر فإن 

- (ز)ى1‎ - f (بر)وه‎ = F(P() = f(e)=e 
وأن 8 زمرة‎ 8 × G مما سبق نجد أن التشاكل 7 ج 7:06 هو تماثل أي أن‎ 
جزئية من 4 . من جهة أخرى؛ إن © ج 0 : 57 هو التشاكل المطابق على 17 أي‎ 
أن 7 - 0هر لأنه یا كان 7 € بر فإن‎ 

ا م اوحار 
خی 2 E. €S,2,‏ وذلك أي كان # > تر > 1. كما أن 
= )) قي..... فم قع. Po F(0) = PFO) = PFE?‏ 

= PI(F(g,, (FE, (>...) “7ع‎ [ 

ويما أن 17 € 3 فان 
-1“(يع) ٠.)‏ “((ي,ع) 7). 7( 8) 2107 - Po f(y)‏ 
PO x <<) = (F(x, (0# (FO, ))* “(FC ((“‏ = 


TY 








ويما أن ¥ © ,× ني أن 
رد قي يبجع = ® (F(x,‏ ينهم ). 7( Fo FO) = (p(x,‏ 
ومنه نجد أن ,1 = f‏ 5 . 
لنبرهن على أن )e(‏ = 7م e۴‏ . لیکن 17 0 1677 e‏ 2 عندئذ 0 ومنه 
z7 = 1, )2( = 5٠ f(2) = (f )2(( = 5) )2(( = P(e) = e‏ 
أي أن (6) = 17ص 77 . من جهة أخرىء بما أن 177,727 زمر جزئية من الزمرة 
التبديلية 4 فان 7577.8 زمرة جزئية من 4 › Kef. BH cC E‏ . ليكن 4 ae‏ 
عندئذ 7 > ((۵) )© وبالتالي فإن 4 ع ' [((4.12)7)0 ومنه يوجد 4 ج 8 بحيث 
5 - ۶)۶)(([7].» ومنه فإن [((0) )5.12 = ». من جهة أخرى فإن 
f(D).f(P(F (2)) = f (b).f (@(/ (4)) =‏ = (((ه) )©.6)ر = j (a)‏ 
f(D).f 7 (a)‏ = ش 
وبما أن © > (ہ) ر وأن != وہ۶ نجد أن (») [(5) ر = (ہ) ر وبالتالي » = (0)/ 
أي أن .b e Kerf‏ مما سبق نجد أن 
b.#(.£(a)) € Kerf .H‏ = 

أي أن c Kerf.‏ 4 وهذا يبين لذا أن Kerf.‏ =4 وبما أن Kerf n FH = (e)‏ 
نجد أن 7 × × = 4 وذلك لأن كلا من ,۴ءء زمر جزئية ناظمية في الزمرة 
التبديلية ٠4‏ , 

لندرس الآن متى تكون زمرة الفتل الحرة زمرة حرة وذلك من خلال المبرهنة 
التالية: 
مبرهة 9-؟-1, 

كل زمرة فتل حرة و تبديلية هي زمرة حرة و تبديلية. 
البرهسان. 

لتكن © زمرة فتل حرة منتهية التوليد و تبديلية؛ عندئذ حسب المبرهنة (5-؟-4) 
فإن © تمائل مجموع مباشر منته لزمر دوارة غير منتهية. لنفرض أن 


Y1 











1 .»ا XK,‏ كل *ا K,‏ عه © 
حيث ,× زمر دوارة وغیر منتهية > 1 >1. 
لنأخذ المجموعة (1>1>7 :,) = ١‏ ولنبرهن على أن الزمرة € هي زمرة 
حرة. لتكن 8 زمرة تبديلية و2 ج 2 : © تطبيق ما. وليكن € > :د عندئذ العنصر + 
يكنب بطورة وبحيذة على الشكل ٠‏ 


4 
1 


حيث 7 ء به ,>1 >1. ولنعرف العلاقة 8 ج :© بالشكل 
..٠ (OC, ((“‏ 5( رعد)©). “((يع)©). ,©( = )0)2 
وبما أن العنصر × يمثل بصورة وحيدة فإن العلاقة © تطبيق وهي أيضا تشاكل لأنه 
إذا كان © ع بر فإن ير .... قور رمد لكي ومنه 
حت يود ين ازنك ارين A‏ تر - Oy)‏ 
XA ... ge) =‏ 0 = 


y= xX دل قوير‎ 


= تهت رز( ,(0(.... 4" (O(x,))‏ :4 (( يعد) ©). 5 (( 0 ©) = 
(٠‏ ©).... ““((يند)©). *)) 2 (O(x‏ “((,)©)] = 
O)‏ )0 - [ ك(زرنم)9)..... 7(( يتم ©). ))0 0):((7)]. 
أى أن التطبيق © هو تشاكل. كما أنه أي كان قرع ,× فإن (,<)© > (<)©. مما 
سبق نجد أن الزمرة © هي زمرة تبديلية حرة على ١4‏ , 
نادي الآن لإثبات صحة المبرهنة الأساسية للزمر التبديلية منتهية التوليد والتي تنص 
على أن كل زمرة تبديلية ومنتهية التوليد هي مجموع مباشر لزمر دوارة. 
مبرهنلة 5-؟-لا, 1 
إذا كانت © زمرة تبديلية منتهية التوليد عندئذ © يمكن تمثيلها بالشكل 
Gx 7 XZ, XZ, A, x H‏ 
حيث 87 زمرة جزئية مناسبة من 6 . 
البر هسان . 








35 
بما أن الزمرة 6 #ديلية ومنتهية التوليد د فإنه حسب المبرهنة )١-۲-۹(‏ تكون 
(©)© زمرة منتهية منتهية التوليد (عدد مولداتها.يساوي عدد مولدات الزمرة ي) 
ومنه (0)» هي زمرة فتل حرة منتهية التوليد و تبديلية وحسب المبرهنة (۲-۹-؟) 
فإن الزمرة (0)» منتهية. أصبح لدينا (©)ي زمرة تبديلية منتهية وحسسب المبرهنة 
(7-1-5) فإن (©)ي2 عبارة عن مجموع مباشر منته لزمر دوارة منتهية مرتبة كل 
منها قوة لعدد أولي وهذا التمثيل وحيد بغض النظر عن ترتيب الحدود في هذا 
المجموع. لنفرض أن 
كا X Zn,‏ رك برط نه 6 
من جهة أخرىء بما أن الزمرة © تيديلية ومنتهية التوليد فإنه حسب المبرهنة(9-؟- 
*) تكرن الزمن (26 6 زمره فل رة منتوية الثوليه رجيب التنهيدية (2 0 
نجد أن € هي زمرة تبديلية حرة وحسب المبرهنة (5-7-9) ويما أن 
(©)6©/4 ج 2:6 التشاكل الزمري القانوني الغامر فإنه توجد زمرة جزئية 48 من 
© وتماتل (©)2 / © تحقق ]¥ Ker7×‏ = © وبما أن (2)0 = e7‏ نجد أن 
(G(x 3‏ = € ومن ش 
gO ZL, XZ, XZ, XX Z2, x H‏ 


و 3 


ا 








١‏ - لتكن (1,34,38,44,47,51,53,57,64 1,8,12,14,18,21,27,3) = © زمرة بالنسبة 
إلى عملية الضرب بالمقاس 65.أوجد الزمر التي تمائل © ثم انشر الزمرة © في 


مجموع مباشر. 
الحسل. | 
بما أن 16 = (1: 6) فإن © تمائل واحدة من الزمر التالية: 
L1‏ 
Z24 © 2‏ 
Z, 0Z,‏ 
Z, © 2, @Z,‏ 


Z, © 2, © 7, © 2‏ 
ولمعرفة أي من الزمر السابقة تماثل الزمرة © نقوم بحساب مراتب جميع عناصر 
ازمر 6: فنجد أن ٠‏ 
2 = (64)ه = )0(51= )0(4 ,1= o(D‏ 
= )0)34 = )0)31 = )0)27 = )0)21 = (18) = )0)12 = (8)ه 
4 = )0)57 = (0)53 = (0)47 = (44)ن = (0)38 = 

نلاحظ أن الزمرة © ليست دوارة (تأكد من ذلك) وبالتالي فإن »,2 # ©. وبما أن 
الزمرة © لا تحوي سوى 3 عناصر مرتبة كل منها تساوي 2 فإن 
و2 © ,2 © ,2 © و2 9 06 (علل ذلك). كذلك بما أن © لا.تحوي عنصر مرئيته 8 
فإن ,7 © +2 © (علل ذلك). وبما أن الزمرة ,2 © ,2 © ,7 تحوي فقط8 عناصر 
مرتبة كل منها تساوي 4 نجد أن ,7 © ,7 © ,2 # © (تأكد من ذلك). مما سبق نجد 
أن م2 © ,2 ع ©. ش 
أما كيفية نشر الزمرة © في مجموع مباشر فإننا نأخذ العنصر ذا المرتبة الأكبرء لنأخذ 
على سبيل المثال العنصر 8ء ومنه فإن الزمرة (1,8,57,64) = (8) تكون أحد معاملات 


النشر للزمرة ©. ثم نختار العنصر الثاني ذا المرتبة الأكبر وليكن ۾ فنجد أن 


1 








4= 16/4 = (1: (1(/)8: ©) > (م)ه. أي أن 4 = (م)ه ويجب أن بحقق (8) © ۵ى 
فك ل لقص جما E‏ كله لماص NAD EASTER‏ 
٠ €= )8(*)12(‏ 
ن 
G = {1,8,17,19,26,28,37, 44,46,53,62 ,64 71,73,82,899 1,98,‏ 
ش (16,118,127,134 107,109,1 
زمرة بالنسبة إلى عملية الضرب بالمقاس 135. أوجد الزمر التي تمائل ©» ثم انشر 
الزمرة © في مجموع مباشر. 
الحسل. ش 0 
بما أن 24 = (1: ©) فإن الزمرة © تملئل واحدة من الزمر التالية: 
7 
ر2 © 2 هه ,2 © ,2 نه ,2 © ر2 © ,2 
2 © ,2 © ,2 ند ,2 © ,2 © ر2 © Z,‏ 
لنوجد مراتب جميع عناصر الزمرة ©» فنجد أن 


o()=1, 0(26)=0(109)=0(134) =2, 046) -0)91- 3 


0)28( = 0)53( = 0)82( = 0)107( = 4 

6 = (0016 = (0)89 = (0)71 = (64)ه = )0)44 = )0)19 

2 = )0)127 = (0)118 = )0)98 = (0)73 = (0)62 = (0)37 = (007 = )0)8 
بما أن الزمرة © ليست دوارة فإن ر7 # ©» وذلك لأن (0)134 = 2 = (0)109. كذلك 


فإن ,2 © ,2 © ع2 6 © (علل ذلك). مما سبق نجد أن ر2 © 2 بہ ©.أما كيفية نشر | 


الزمرة © في مجموع مباشر فإننا نأخذ العنصر ذا المرتبة الأكبر وليكن العنصر 8. 
فنجد أن (1,8,17,19,46,53,62,64,91,107,109,118) = )8( وهذه الزمرة تمثل أحد 


معاملات النشر للزمرة ©. ثم نختار العنصر الثاني + ذا المرتبة+ والذي يحقق. 


(G :1/))8( :1( = 24/12 = 2‏ > 1 من أجله (8) © ۾ فنجد أن 134- 4. ومنه تكون 
الزمرة [1,134) = (134) هي الحد الثاني في النشرء ومنه (134) ×(8) = ©., 


7 1Y 




















تمارين ( ۹) 


١‏ - لتكن [1,9,16,22,29,53,74,79,81) = © زمرة بالنسبة إلى عملية الضرب 


بالمقاس 91. أوجد الز مر التي تمائل الزمرة ©» ثم لكر الزنمرة © في مجموع 
مباشر. 
؟ - لتكن (1,7,17,23,49,55,65,71) = © زمرة بالنسبة إن عا رن بالمقاس 
6. أوجد الزمر التي تمائل الزمرة ©» ثم انشر الزمرة 6 في مجموع مباشر. 
© - لتكن 
G = - {1,7,43,49,51,57,93,99101107143149 151157193199۱‏ 

زمرة بالنسبة إلى عملية الضرب بالمقاس 200. أوجد الزمر التي تمائل الزمرة 6» ثم 
أنشر الزمرة 6 في مجموع مباشر. ٠‏ 

٤‏ - أثبت أن اله رحد عحرزرة مكو وتيا قار كط و . وهل كل 
زمرة تبديلية مرتبتها 45 تحوي عنصر مرتبته 9؟. 
ه - لتكن © زمرة تبديلية منتهية تحقق أنه من أجل أي قاسم لمرتبة الزمرة © توجد 
زمرة جزئية واحدة فقط في 6 . أثبت في هذه الحالة أن الزمرة © دوارة. 

5 - لتكن 6 زمرة 1 تبديلية منتهية وليكن م عدد أولي. أثبت أن الشرط اللازم والكافي 
كي تكون ”م = (1: ©) هو أن تكون مرتبة كل عنصر من © قوة للعدد الأولي م . 
۷ - لتكن © زمرة و 4,8 زمر جزئية ناظمية و تبديلية في €. ولنفرض أن 
(e)‏ = 8 ۸ 4. أثبت أن الجداء 4.8 زمرة تبديلية. 

م - لنفرض أن الزمرة 8 »× × = 6. ولتكن ١‏ زمرة جزئية ناظمية في ٨‏ . أثبت أن 
الزمرة ١‏ ناظمية في 6. 





الل القن لسن 


ال -زمسر ومبرهنات سيلوف 


في هذا الفصل سوف نورد عدداً من الطرائق التي تبين لنا العلاقة الهامة الموجودة 
بين بعض الزمر الجزئية لزمرة ما والزمرة الأصلية. وجدنا من خلال دراستنا 
للمرافقات اليسارية لزمرة جزئية في زمرة ما أن هذه المرافقات تشكل تجزئة للزنمرة 
الأصلية. توجد طريقة أخرى للحصول على تجزئة لزمرة ما بالاعتماد على العناصر 
نوردها من خلال المفهوم التالي: ١‏ ش 


۹ ال م -زمسر. 


لتكن © زمرة و6 » ط,ه. نقول عن العنصرين 6,8 إنهما مترافقان إذا وجد 
© »ع × يحقق هم = 5. ونقول في هذه الحالة إن العنصر 5 هو مرافق للعنصر ©. 
سوف نرمز لمجموعة العناصر من © المرافقة للعنصر © بلن 1 ماله ونسميه ٠.‏ 
صف تر افق العنصر 4 .ومنه 6 © × : .cl(a) = {xax‏ 1 
من خلال التمهيدية الثالية سوف نبين كيفية الحصول على تجزئة لزمرة ما من 
اال مني افر افق 
تمهيدية ,.1-١-1١١‏ 

لتكن 6 زمرة. ل ا 

Va,beG:; afb S3x € CG, b= xax 

عندئذ: ١‏ - العلاقة م المعرفة على © هي علاقة تكافؤ. 

؟ - صفوف تكافؤ العلاقة م هي (4)!© حيث © ع 4. 

۲ -المجموعة (© > × :(4)4 تشكل تجزئة للزمرة ©.. 


e آذ‎ 








البرهسان. 
نتركه تمريناً للقارئ. , 
التمهيدية التالية تعطينا خواص صفوف الترافق (التكافق). 
تمهيدية ,5-1-1١‏ 
لتكن © زمرة و > ۾. القضايا التالية متكافئة: . 
١‏ - المجموعة (4< - :ده 2 , © ×:×] - (00)4 زمرة جزئية في 6 . 
؟ - بفرض أن ((4)©) ,14 مجموعة المرافقات اليسارية للزمنرة (0)4 في 6.. 
٠‏ عندئذ: Cardcl(a) = CardM , (C(a))‏ 
؟ - .Cardcl(a) = (G :C(a))‏ 
البرهسان. ْ 
١‏ - واضح أن (0)4 ع .e‏ لیکن ٥)(‏ > نز,ند عندئذ وبر = بق ,هند 0 ومنه 
ر = “بره وبالتالي 
(ax)y 7" = a(x)‏ = تررم = )7 (y)a = x(y a) = x(ay‏ 
أي أن (0)4 > "رر وهذا يبين لنا أن (©)© زمرة جزئية في ©. 
؟ - لنعرف العلاقة ((»)0) ,34 ج (1)0ع : ر بالشكل التالي: 
f(b = xax") = x.C(a)‏ 
وذلك ي كان (1)۸ء » 5. فنجد أن / تطبيق متباين» لأنه ي کان (ہ)[ءc‏ > ,5,5 بحيث 
5-8 يوجد G‏ ع ,بد,د بحيث ]×× = طا b= xax,‏ وبالتالي 
جه x xax x = a‏ جه xax x = xa‏ جه xax = xax‏ 
x(x e C(a) © (x; x).C(a) = C(a)‏ جه ۾ = 1( :)و( ) جه 
f )0( = £), (‏ ج> (0)0. :د = (0)0.< جه 
كما أن ر غامرء لأنه إذا كان ((۵)€), 14 © 7 فإن (0)4.بر = نز حيث © »بر ومنه 
()1ء € "رر وأنز = (6)0ر - (-برسر)”/ . مما سبق نجد أن 
.Cardel(a) = CardM , (C(a))‏ . 
٣‏ حينتج من (۲) ومن أن ((4)€: .€414M41 )0)2(( = )G‏ „ . 





بالاعتماد على ا السابقتين نحصل على العلاقة الهامة التالية التي تسمى 
علاقة الصفوف وذلك من خلال المبرهنة التالية: 
مبرهنة ١١1-١!ل-",‏ 
المجموع في الطرف الأيمن مأخوذ على الممثلين لصفوف التكافؤ (01)0. 
ألبر هسان . 

وجدنا حسب التمهيدية(١٠١-1-1١)‏ أن المجموعة[6 > 264 ,(ه)1ء) تشكل تجزئة 
للزمرة © ومنه (08461)4 ١١‏ = (1: ©) حيث إن المجموع في الطرف الأيمن مأخوذ 
على الممثلين لصفوف التكافؤ (1)4ء. وحسب التمهيدية(: ١-١-؟)‏ نجد أن 

,-)6 :1- >, (G:C(@)) 

خاصة أخرى من خواص صفوف الترافق(التكافق) نوردها من خلال التمهيدية 
التالية: 
تمهيدية .4-١-١١‏ 

لتكن © زمرة و 6 > 4. الشروط التالية متكافئة: 
-١‏ (4€7)6. ` 
.Cardcl(a) =1 - ١‏ 
=F‏ وماد ela‏ ` 
البرهسان. 

(١)ح .)١(‏ لیکن ( 7)6 ٩٤‏ و c[)4(‏ € ند عندئذ يوجد G‏ ع ع بحيث 90977 = × 
ومنه م - 7 جهن =× أي أن (ه = (ه)أهءء وبالتالي 1= (ه)اء0074 . (5)ك .)١(‏ 
لیکن © > ۽ عندئذ (ه) = (4)اه ع ومع ومندم = ”چمچ أي أن وه = مع 
وبالتالي (2)6 € ٩‏ . | 
(۲) جه (۳). ينتج وبشكل مباشر من کون (4)[ء © ۰٩‏ م 


۷1 











يعد مبدأ العد أو تعداد العناصن أحد التقنيات المستخدمة في دراسة الزمر المنتهية 
وبالاعتماد على هذا المبدأ ندخل المفهوم التالي: 
ليكن مر عدداً أولياً. نقول عن الزمرة المنتهية © إنها م -زمرة إذا كانت مرتبتها 
قوة للعدد م . أي إذا كانت "م = (1: )G‏ حيث 237 € . 
بالاعتماد على التعريف السابق نحصل على المبرهنة التالية: 
مبرهنة ١١-١-ه.,‏ 
إذا كانت © عبارة عن م -زمرةء عندئذ  )6(‏ (2)0. 
البرهسان. 
لنفرض أن ”م = (1: 6). بالاعتماد على علاقة الصفوف نجد أن 
(G:C(a)) = 2 )© :0)0((+ 2,(G:C(a))‏ > -(1: ©) 
aez2(G) a¢Z(G)‏ 
وحسب التمهيدية(٠١--5-1)‏ نجد 
(G:D=(Z(G):D+ 3 (G:C(a))‏ 


a¢2(G) 
وبما أن‎ 
(G:1) 
(C(a):1)) 
فإن “م = ((©)©: ©) حيث 1< ۸. من جهة أخرى» بما أن‎ 
(Z(G):D = )© :1- 3’ (G:C(a)) 


a¢2(G) 


(G :C(a)) = 


وأن كل حد في الطرف الأيمن يقبل القسمنة على م فإن (1: (©)2) تقبل القسمة 
على . ولكون (2)6 زمرة تبديلية فإنه حسب المبرهنة )١-5(‏ فإن الزمرة (©)2 
تحوي عنصر مرتبته م وبالتالي1 < (۰)2)6(:1 ۾ ! 

المبرهنة التالية تبين لنا متى تكون الزمرة تبديلية» وذلك من شنال معرفة عدد 
اضر ا 1 





E ٠ ميرهنة‎ 

إذا كانت © عبارة عن م -زمرة بحيث ”م = (1: )G‏ فإن الزمرة © تكون تبديلية. 
اليرهسان. 
. بما أن © عبارة عن م -زمرة عندئذ حسب المبرهنة(١١-05-1)‏ فإن 
)2)6G(:1( <1‏ وحسب مبرهنة لاغرانج إما م - (2)©(:1) أو ”م = (1: (©)2). 
إذا كانت ”م = (1: (7)6) فإن (©)7 = ©: وبالتالي فإن الزمرة © تبديلية. إذا كانت 
م = (1: (©)2) عندئذ م = ((7)6: ©) وبالتالي م = (2)0(:1/©) أي أن الزمرة 
(©)2/ 6دوارة. وحسب المبرهنة (5ه-5-؟) تكون الزمرة © تبديلية. , 

هدفنا التالي هو دراسة خواص ال م -زمر حيث إن هذه الزمر تملك العديد مسن 
الخواص الممتعة والمهمة وأولى هذه الخواص نوردها من خلال التمهيدية التالية: 
تمهيدية ١1-إسلا,‏ ظ 

لتكن © عبارة عن ر -زمرة عندئذ: 
١‏ - كل زمرة جزئية من © عبارة عن م -زمرة. 


؟ - إذا كانت ۸ زمرة جزئية ناظمية في © فإن الزمرة ك هي أيضاً عبارة 


عن م -زمرة. 
البرهان. 

لنفرض أن "م = (1: )G‏ حيث N"‏ € . 
١‏ - لتكن ۸ زمرة جزئية من الزمرة © عندئذ حسب مبرهنة لاغرانج فإن 

(1: 2()8 : 6)- (1: 6) ع "تر 

وهذا يبين لنا أن (1: ) تقسم المقدار ”م ومنه "م = (1: 7) حيث ۸> 5 > 0 ومنه 
الزمرة الجزئية ۴1 هي ر -زمرة. ش 
۲ - لتكن ‏ زمرة جزئية ناظمية في © حسب )١(‏ فإن £ عبارة عن م -زمسرة. 


لنفرض أن "م = (1: ) حيث 7 > 7> 0 وحسب مبرهنة لاغرانج فإن 


| 











6 SEI 
E aT 
K .(K:D م‎ 
re 5 000007 
وهذا بن انا أن الزقيرة د هي اوبره زمر ةنجو‎ 
ش‎ RE مووس‎ 
.@ لتكن © زمرة منتهية وم عددا أولياً ولتكن × زمرة جزئية ناظمية في‎ 
الشروط التالية متكافئة: ش‎ 
الزمرة € هي م -زمرة.‎ - ١ 
4 
كل من الزمر 0 هي عبارة عن ر -زمر.‎ - ١ 
البرهسان.‎ 
.)7-1-١١( ينتج من التمهيدية‎ .)١(> )1( 
م‎ € N لنفرض أن م = 9:) وأن *م =(1: £) حيث. عندئذ ٭‎ .)1(5( 
ش‎ G 
G:K)= (Z:1 = p' 
( / Cr مدر‎ 
ومنه حسب مبرهنة لاغرانج فإن‎ 
(GCG: - )2 : 5) :D = *مر'م‎ = p™" 


وهذا يبين لنا أن الزمرة © عبارة عن م -زمرة. م 


.5-٠6‏ مبر هنبسات سیلسوف. 

ذكرنا سابقا أن عكس مبرهنة لاغرانج غير صحيح» أي إذا كانت © زمرة منتهية 
مرتبتها : وكان ” عدداً صحيحاً موجباً يقسم 7 فإنه ليس بالضرورة ؤجود زمرة 
جزئية في © مرتبتها 7. المبرهنة التالية هي واحدة من الحالات الخاصة التي يكون 
فيها عكس مبرهنة لاغرانج صحيح. وأول من أثبت هذه المبرهنة هو الرياضي 
النرويجي (0::)1832-1918/::ز5 - ع4[ . وتعد كل من مبرهنتي سيلوف و 
لاغرانج اثنتين من أكثر النتائج أهمية في الزمر المنتهية» حيث إن الميرهنة الأولى 


4 1 ؟ 





تعطي الشرط اللازم لوجود زمرة جزئية و الثانية تعطي الشرط الكافي لوجود تلك 
الزمرة الجزئية. 
مبرهنة ١١-1-5.(مبرهئة‏ سيلوف الأولى .)١18107‏ 
. لتكن © زمرة منتهية وام عددا أولياً. إذا كان “بر يقسم مرتبة الزمرة ©» عندئة 
فإن الزمرة © تحوي زمرة جزئية واحدة على الأقل مرتبتها “م. .. 
البرهسان. 

سوف نورده بالاستقراء حسب مرتبة ©. لنفرض أن “م = (1: 6). إذا كانت 
4ك 60 ) قن امبر فظة مصيعة ر المبريطة تمسح مون ا حمس 
الزمر التي مراتبها أقل من مرتبة 6. وهنا نميز حالتين: الحالة الأولى. يوجد في © 
زمرة جزئية واحدة فقط © > 8 تحقق أن “7 يقسم مرتبة الزمرة 7. عندئذ فإن 
الزمرة 7 تحوي زمرة جزئية مرتبتها “م وبالتالي الزمرة تحوي زمرة جزئية 
مرتبتها “م . الحالة الثانية. جميع الزمر الجزئية المحتواة تماما في © مراتبها لا تقبسل 
القسمة على “جر ء عندئذ حسب علاقة الصفوف فإن ْ 

)© :1( = )2)06© :1(+ > (G:C(a)) 
حيث إن المجموع في الطصرف الأيمن(الحد التاني) مأخوذ من أجل‎ 
العناصر (©)2 © . وبما أن “م يقسم مرتبة الزمرة © وأن‎ 
(G:D = (G:C(a){C(a):D ش‎ 


وأن *مر لا يقسم (1: ()6) فإن ((6)© : ©) يقبل القسمة على “م . وذلك لأجل جميع 


العناصر (7)6 © © ومنه فإن م يقسم ((4)© : ©). وبما أن . 

(Z(G):D = )© :1-51)©6 :©)0((‏ 
نجد أن (1: (2)©6) تقبل القسمة على « . ولكون (2)0 زمرة تبديلية» فإنه حسب 
المبرهنة )١-9(‏ فإن الزمرة (©)2 تحوي عنصر مرتبته ر . لنرمز لهذا العنتصر 
بالرمز ×. بما أن (7)6 ع ند فإن الزمرة (») ناظمية في © (أثبت ذلك). لنأخذ زمرة 
الخارج ()/ ©. بما أن ش 


Yo 





ي 


Mea‏ 2ے براسم 
(G/(x):1) (G:(x)) (:D‏ 0 حول أ 


فإن "م يقسم مرتبة الزمرة (»)/6 وحسب الفرض الاستقرائي فإن الزمرة (:د)/ 6 





تحوي زمرة جزئية مرتبتها 2 وهذه الزمرة من الشكل («)/ 77 حيث 8 زمرة 
جزئية من © تحوي (<). وأن “م =((×): 2) = (2/)(:1) وهكذا فإن 
o (H:D=(H:(e)():D=p"p= pt‏ 

لنبين كيفية فهم مبرهنة سيلوف الأولى. ۰ 

لتكن © زمرة مرتبتها 7 عندئذ فإن مبرهنة سيلوف الأولى تخبرنا أن 
الزمرة © تحوي زمرة جزتية واحدة على الأقل مرتبتهسا 5,9,3,8,4,2,25,125,625,7 
بينما لا تخبرنا أي شيء عن إمكانية وجود زمرة جزتية مرتبتها 30,15,10.6 أو أي 
قاسم آخر لمرتبة الزمرة © مساو لجداء عددين أوليين مختلفين. ولأن الزمر الجزئيتة 
التي تضمن وجودها مبرهنة سيلوف الأولى تلعب دوراً محدداً في نظرية الزمر 
المنتهية فإننا سوف.نعطيها تسمية خاصة وذلك من خلال التعريف التالي: 
تعريسف. ٠‏ 

لتكن © زمرة منتهية مرتبتها تقبل القسمة على العدد الأولي م . إذا كان “م حيث 
1< + يقسم مرتبة الزمرة 6 و "م لا يقسم مرتبة الزمرة © عندئذ أي زمرة جزئية 
ا من © مرتبتها “م تسمى م - زمرة جزئية سيلوفية من ©. 
ينتج مباشرة من التعريف أن الزمرة الجزئية 7 من © تكون م -زمرة جزئية 
. سيلوفية في 6 إذا وفقط إذا كانت مرتبتها أكبر قوة للعدد الأولي تقسم مرتبة 
الزمرة 6. 0 
بالعودة إلى الزمرة © التي مرتبتها 2:.3:.54.7 نجد أن أي زمرة جزئية مرتبتها8 
ى دون وة و امن 8 كر ار وة الذي مر او 
تسمى 5 -زمرة جزئية سيلوفية من ©» والزمرة الجزئية التي مرتبتها7 
تسمى 7-زمرة جزئية سيلوفية من © وهكذا. 





كنتيجة لمبرهنة سيلوف الأولى نورد المبرهنة التالية والتي أول من أثبتها كوشي 
عام 65 اوكان برهانه مؤلف من تسع صفحات. 
مبرهنة .1-1-٠١‏ (مبرهنة كوشي 18148). 

لتكن © زمرة منتهية مرتبتها تقبل القسمة على العدد الأولي م . عندئذ © تحوي 
عنصراً مرتبته م . ظ 
البرهسان. ۰ 

ينتج وبشكل مباشر من المبرهنة ,.)١-1-١١(‏ 

أيضا بالاعتماد على مبرهنة سيلوف الأولى نورد المبرهنة التالية: 
مبرهنة ١١-!-"ا,‏ 
لتكن © زمرة منتهية مرتبتها تقبل القسمة على العدد الأولي م. عندئذ © 
تحوي م - زمرة جزئية سيلوفية. 
البر هسان . 

بما أن م يقسم مرتبة الزمرة ©» لنفرض أن "م (حيث1 < ) أكبر قوة للعدد م 
يقسم مرتبة الزمرة 6. عندئذ فإن © تحوي زمرة جزئية واحدة على الأقل مرتبتها "ر 
وهذه الزمرة الجزئية هي م - زمرة جزئية سيلوفية من € م 

لأجل متابعة دراستنا للزمر المنتهية نحن بحاجة إلى بعض المفاهيم الإضافية 


وبعض النتائج التي سوف نوردها من خلال المبرهنة التالية: 


مبرهنة .4-9-1.: 

لتكن © زمرة و7 زمرة جزئية من 6. عندئذ: 

١‏ - من أجل أي عنصر © >4 المجموعة 6/157 هي زمرة جزئية من 6 تسبمى. 
الزمرة المترافقة مع 8 في ©. ْ ْ ْ 
SS‏ جره ووو :© »> :)= (1) زمرة جزئية من 6 تسمى 
ممركز الزمرة 8 في 6. 

* - الزمرة الجزئية 8 ناظمية في (17)/. 


Y¥ ۷ 











4 - الزمرة (/)27 أعظدئية في مجموعة الزمر الجزئية من © التي تكون فيها 1 
الا 

١‏ - لدينا "م ]اه > هع =ء ومنه 7867م مجموعة جزئية من © وغير خالية. 
لیکن ٥اه‏ ع بريد عندئذ "ممه = ر ,"همه = × حيث 27 ع ۸ر[ ومنه 
ومع (3-م1هم)( 0 = “بود وهذا يبين لنا أن اماه زمرة جزئية من © . 
؟ - لدينا 7 = "1ء ومنه (77)27 ع © أي أن (1/)17 مجموعة جزئية من © وغير 
خالية. لیکن N)1(‏ ع 5,.ه عندئذ ]£ = 528157 = 08707 ومن 

(ab )H(ab")" = ab" Hb)a" = aa?" = H 

أي أن (37)87 > 25 وهذا يبين لنا أن (37)77 هي زمرة جزئية من ©. 
١‏ - واضح. 
٤‏ ¬ حسب حسب(۲) فإن 7 زمرة جزئية ذاظمية في (3/)27 لعن ريو خوفة بوه 
بحيث × ے 8 و2 ناظمية في × . ولنفرض أن © ح 1 > (3/)87 . ولنبرهن أن 
(1/)17 = 1 . ليكن & ع k‏ عندئذ 11 = 8717 ومنه فإن (77)27 + أي أن 
(37017 > ۸ وهكذا فإن (77)87 = . وهذا يبين لنا أن الزمرة (3/)77 أعظمية في 
مجموعة الزمر الجزتية من © والتي تكون فيها 7 ناظمية. , 


لمتابعة ذراستنا لمبرهنات سيلوف التي تعد أدوات قيمة في دراسة نظرية الزمر . 


المنتهيةء لأبد لنا من بعض النتائج الإضافية والمفاهيم الجديدة نوردها من خلال 
المبرهنات التالية: 
مبرهنة ١١-۲-ه.‏ ۰ 

لتكن © زمرة منتهية و عبارة عن م -زمرة جزئية سيلوفية من © مرتبتها "م 
(حيث 1 < ). عندئذ القضأياً التالية صحيحة: . 

. 8 8م‎ )14( = H ^ K إذا كانت 2 عبارة عن م -زمرة جزئية من © فإن‎ - ١ 


OVA 





” - أي زمرة جزئية من © ومترافقة مع ۸ هي عبارة عن ر -زمرة جزئية 
سيلوفية في 6. ش 

۲ - عدد جميع الزمر الجزئية من © والمترافقة مع × يساوي ((©77)1 : ©). 

- العددان (()37 : ©) و م أوليان فيما بينهما. 
البرهان. ‏ - 

K c N(K) iJ‏ وھد 6131 1775:1217 شع 
H 237)16(‏ = ,7 . بما أن 7 عبارة عن م -زمرة و27 ح ل فإن ,۸1 هي أيضا 
م -زمرة جزئية من 77 . من جهة أخرىء بما أن ١‏ الزمرة 1 فى نمو جو نيه اديه 
في (&)/ وأن )للك ,187 فإ ء. 
HKIK x H, (KNH)‏ 
وبالتالي ( ,11 ^ 2 : ,23) - (& : 5 2) وبما أن 
(1: تقدع) ل دع : :D=(H,‏ 8) 
فإن "م = ( ,1 ۸ £ : ,/1)ومنه 
"مر = (HK :D = (HK : KXK :1) = p' p"‏ 
وهذا يبين لنا أن ,27 عبارة عن مر -زمرة جزئية سيلوفية من © تحوي ؛ ويما 
أن 16 هي م -زمرة جزئية أعظمية في © فإن ۸ = ,5 وبالتالي ,27 ج ,1 وبما 
أن 17ج ,28 ستتتج أن ^K‏ 8 ح 11 وهذا بين لن أن H(K) = 11 ^ K‏ ^ 11 . 2 
١‏ - لتكن »× زمرة مترافقة مع 1 في © حيث 6 ٤‏ × وس ن التطبيق 
xk‏ ج :ر المعرف بالشكل 
امود yek, f()=‏ 

هو نقابل» ومنه (1: ٭K»)‏ = )K:1(‏ وهكذا نجد أن الزمرة 7:7 عبارة عن 
م -زمرة جزتية سيلوفية من ©. 
۳ - لنرمز لمجموعة جميع الزمر الجزئية من © والمتراققة مع × بالرمز 4ا 
عندئذ وحسب المبرهنة )4-7-١١(‏ فإن (6 © × :"م = 14. أيضا لنرمز 


7 1۷۹ 











لمجموعة جميع المرافقاتأ اليسارية المختلفة للزمزة (37)1 في © بالرمز ,/1؛ فنجد 
أن عد :)7س = ,)ا لنعرف العلاقة 14 ج ,16 :م بالشكل التالي: 
Vxz.N(K)e M,; p(x.N(K)) = xKx‏ 
فنجد أن العلاقة م تطبيق متباين» لأنھ ایا کان ,۸4 > (&) ۸× ,(£) ۷,< فإن 
جه (xx, JK xy) = K‏ جه xٍN(K) = x.N(K) © xx, e N(K)‏ 
p(x, N(K)) = v(x, N(K))‏ جه x Kay’ = Ka"‏ جه 
واضح أن مم غامرء ومنه فإن مم تقابل. وهذا يبين لنا أن 
CardM = CardM, = )© : N(K))‏ . 
أي أن عدد جميع الزمر المترافقة مع £ في © يساوي ((): ©) . 

)& :1( = بما أن # عبارة عن م -زمرة جزئية سيلوفية في 6 بحيث "م‎ - ٤ 
حيث 1 < م فإن :”م = (1: ©) وحيث ## لا يقبل القسمة على م وبما أن‎ 
من جهة أخرىء بما أن‎ .)© : K( = ™ نجد أن‎ )© :1( = )© : 2) :1( 

)6 : 18 - )© : N(K)X(N(K) : K) = m 
)© :37)16(( لا يقبل القسمة على مء وهذا يبين لنا أن العددين م و‎ )© : N))) فإن‎ 


أوليين فيما بينهما. 0 
تعريسف. 


لتكن © زمرة و 1,۸ زمراً جزئية من ©. نقول عن الزمرة' ۸۸۸ حيسث 
#رء # أنها # - زمرة مترافقة مع ع . 
تمهيدية ٠ ,5-7-1١١‏ 

لتكن 6 زمرة منتهية و £ ,11 زمرأً جزتية من 6. إن عدد جميع الزمر الجزئية 
المختلفة التي كل منها 7 -مترافقة مع ۸ يساوي N)((‏ ۸ 71 : 17) . 
البر هسان . 

لنفرض أن إ7 € / :رم) = 4 مجموعة جميع الزمر الجزئية المختلفة 
والتي كل منها ۶# -مترافقة مع ×. ولنفرض أيضا أن ١‏ . 

M, ={h(HNN(K): دعم‎ 





مجموعة جميع المرافقات اليسارية المختلفة للزمرة )7277 في 8# . ولنعرف 
العلاقة ۸4 ج ,14 : م بالشكل التالي: أياً كان ,۸1 > (() N‏ ۸ ).۸ فإن 
p(h.(H n N(K))) = HKH"‏ 
فنجد أن العلاقة م تطبيق منباين» لأنه أياً كان 
N(K)),h (HN N(K)) € M,‏ م M(H‏ فإن 
hh, e H O N(K) ©‏ ج h(H NN(K)) = h(H N N(K))‏ 
hh, e H,N(K) © (hh K(f h,) = K ©‏ جه 
(H NN(E)) = ph (H N N(K)))‏ رطام جه hKh;"‏ = كارا + 
من الواضح أن التطبيق ص غامر. بهذا الشكل نجد أن م تقابل ومنه 
(37)10ه CardM = CardM, = (H :H‏ , 
نأتي الآن لإثبات مبرهنة سيلوف الثانية. 
مبرهنة ١٠-۷-۲.(مبرهنة‏ سيلوف الثانيسة). 
لتكن © زمرة منتهية و م عدداً أولياً يقسم مرتبة الزمرة 6©. عندئذ كل ر -زمرة 
جزئية من 6 تكون محتواة في م -زمرة جزئية سيلوفية من 6 . 
البرهسان. 
لتكن ٨#‏ عبارة عن م -زمرة جزئية من ©. ولنفرض أن "م = (1: /8) حيث 
ديز إذاعلن "اق الا رس مزثية اردق فن ير فى هذه الخال هي و رة 
جزئية سيلوفية من 6. وبذلك يتم المطلوب. لنفرض أن *”م يقسم مرتبة الزمرة 6. 


ولنفرض أن p"‏ أكبر قوة للعدد م يقسم مرتبة الزمرة 6 . عند ذ 7 < 77 وحساب ,. 


مبرهنة سيلوف الأولى توجد في © زمرة جزئية £ مرتبتها ”م وهذه الزمرة 
هي ص -زمرة جزئية سيلوفية من ©.لنفرض أن (© > × : x>"‏ = ,16) - 14 
مجموعة جميع الزمر الجزئية من © والمترافقة مع . وحسب المبرهنة(١١-0-7)‏ 
فإن كل زمرة, هي بر -زمرة جزتية سيلوفية من © بالاضافة لذلك فإن 
Crd = )© : N(K))‏ والعددين ((): ©) وام أوليان فيما بينهما. وبما أنه 
Vh e H‏ فإن 


۸۱ اق 





hxKx h" = (Kh)‏ = لزلز 

هي زمرة جزئية من 6: ومترافقة مع £ وبالتالي اع ۷۸ فإن M1‏ ع hı‏ . 
لنوجد تجزئة للمجموعة 34 بواسطة الزمرة الجزئية ٨‏ بالشكل التالي: 8 ۷۸e‏ 
لنأخذ المجموعة 

1, = اوطكلمة!‎ = hK,h": heH} 

. فنجد أن ,14 غير خالية لأن ,14> ,۸ كما أن 14 ج ,14. كذلك إذا 
كان © ± ,011 ,1 حيث 8 > ۸,۸ فإنه يوجد عنصر ,۸04 ,1 ع 4 وهذا يبين 
لنا أن 34 > ",£" = K7‏ =4 لأن كلا من ۸'۸ , عام عبارة عن 
زمرة جزئية من © ومترافقة مع : وبما أن 14 تتألف فقط من الزمر الجزئية 

المترافقة مع £ والمختلفة ولكون "۸'۸ = ۸,۸ فإن ١‏ 

(h'x%)K(h'x)‏ = ور 

لنا کک وبالتالي '۸ = م أي أن ,14 = ,14. واضح أن 
,3 ] = 1 . أي أن المجموعة (8 ع / : 4) تشكل تجزئة للمجموعة ۸4 وهذء 


hel 
التجزئة تسمى تجزئة 14 إلى صفوف ترافق بالنسبة إلى الزمرة الجزئية .. وحسب‎ 
يساوي‎ K, التمهيدية ل 1-۲-1( فإن عدد جميع الزمر الجزئية 7⁄ -المترافقة مع‎ 
(H:HON(K)J)=(H:HNK,) 
7 


(G:N(K)= > )27 : 1 616 


بما أن الطرف الأيسر من المساواة الأخيرة لا يقبل القسمة على م وأن كل حد 

الطرف الأيمن يقبل القسمة على م نجد أنه توجد زمرة جزئية ,£ واحدة على الأقل 
من أجلهاK,(=1‏ 0 2 :28) وبالتالي يكون ,1ه ۸= 11 وهكذا نجد 
أن ,£ > 8 . مما سبق نجد أن الزمرة الجزئية 8 محتواة في م -زمرة جزئية 











تأتي الآن إلى إثبات مبرهنة سيلوف الثالثة التي تعطينا عدد جميع الم -الزمر 
الجزئية السيلوفية في زمرة ما ْ 
مبرهنة ١٠-1-1.(مبرهنة‏ سيلوف الثالثة). 

لتكن © زمرة منتهية. عندئذ: 
١‏ - كل ور -زمرتين جزئيتين سيلوفيتين من © مترافقتان. 
؟ - عدد جميع م -زمر الجزئية السيلوفية المختلفة في © يقسم مرتبة © 
ويساوي صا +1 حيث ۸ € ۾ . 
البرهسأن. ۰ 

١‏ - لتكن ,5 عبارة عن م -زمرتین جزئیتین سيلوفيتين من © . عندئذ تکون 
7 عبارة عن م -زمرة جزئية من ©. وحسب المبرهنة(١١-7-)‏ فان ,۸ > 177 
حيث ,1 زمرة جزئية من © . ومترافقة مع . وحسب المبرهنة(: ١-؟-5)‏ فإن 

(K,:D=(K:D=(H:D 

وهذا يبين لنا أن ,5 = ٣]‏ . 
۲ - لتكن ‏ عبارة عن م -زمرة جزثية سيلوفية من 6..وبما أن أي م -زمرة 
جزتية سيلوفية أخرى من € تكون مترافقة مع × وحسب الميرهنة(١٠-۲-٥)‏ فإن 


عدد جميع ر -الزمر الجزئية السيلوفية المختلفة في © يساوي .(G:N(K)‏ 


أنغر کر ص أن 5 . Kp Karas‏ هي جميع ‏ دالو مق الجزئية السيلوفية المختلفة 


08 N(K)) = S(KKAK,)= (K: ETT KAK; 


وبما أن ۸ = ak‏ = يغ فإن 
(K:KnK)=(K:K)=1‏ ` 
ولكون ( ,£ ۸ : ) يقبل القسمة على م وذلك من أجل كل عنصر © ع برع 


فإن X.(K:K ^ K,)‏ يقبل القسمة على م ومنه 


o(G:N(K)=1+kp, keN 1 


TAY 


DENE 


ا 














من مبرهنة سيلوف الثالثة تنت ج لدينا الحقيقة الهامة التالية: 
مبرهنة .لودو 
لتكن © زمرة منتهية و £ عبارة عن م -زمرة جزئية سيلوفية من ©. القضايا 
التالية متكافئة: 
1ت ار الدتية م اط في : 
RE‏ -زمرة جزئية سيلوفية واحدة فقط هي × . 
البرهسان. 
.)١(+ )(‏ لتكن 7 عبارة عن م -زمرة جزئية سيلوفية أخرى في ©. وحسسب 
المبرهنة(١١-۸-۲)‏ فإن الزنمرتين ,7 مترافقتان» أي يوجد © € × 
بحيث ×× = 87 ولكون £ ناظمية في © نجد أن 2 = H = x<"‏ . وهذا ييسين 
نا أنه في © توجد p‏ رة رة سيلوقية و ادو فط هى 6 شْ 
.)١(> )۲(‏ لیکن 6 > × وبما أن ×× هي م -زمرة جزئية سيلوفية في € وحسب 
الفرض فإن ×× = © وهذا يبين لنا أنه 
مقر د ع VxeG,.‏ 
وبالتالي الزمرة ۸ ناظمية في ۰6 , 
تمهيدية .٠١-۲-۱۰‏ 
لتعن © و٤‏ زمرة جزئية ناظمية منتهية في © زک عبار عن و -زمرة 
جزئية سيلوفية في × حيث مر عدد أولي. عندئذ (77) 1.7 = .G‏ 
البرهسان. 
لیکن © ۽ عندئذ £ = “جع ج جع وبما أن (17:1) = (1: 747ع) نجد 
أن "اع هي أيضا م -زمرة جزئية سيلوفية في . وبما أن كل م -زمرتين 
سيلوفيتين مترافقتين يوجد × ع ۸ بحيث 877 = ”چچ وبالتالي 
H =k" gHg"k - (k"g)H(E"g)"‏ 





ومنه 89) > ع" وبالتالي فإن (17) .£ ع ع وهذا بين انا أن 
)ج37 - 0., 1 
تمهيدية .١١-9-١١‏ 

لتكن 6 زمرة منتهية و × عبارة عن مص -زمرة جزئية سيلوفية في 6 حيث م 
عدد أولي. إذا كانت 8 زمرة جزئية من © تحقق 7 > (&) ى۷ عندئذ 
.Ne(H)= 87‏ 
البرهسان. 

لنفرض أن 7 زمرة جزئية من © تحقق 7 > (37)1. بما أن 
H1‏ ح )37ح £ فإن £ هي أيضا مر -زمرة جزئية سيلوفية في ۴ . لنفرض 
أن (&) م = 2 وحسب المبرهنة )٠١-7-١ ١(‏ نجد أن 20(87) ,2-27 وبما أن 
7ج (قا ءادع )قد ينتج 8 = 1 أي أن 87 = (/8) ج17 ١‏ , 
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تمسارين محلولة ( (1١‏ 

.40 ادرس الزمرة التي مرتبتها‎ -١ 

الال 

لتكن 6 زمرة مرتبتها 40. إن 2.5 = (1: ©). وحسب مبرهنة سيلوف الأولى فإن © 
تحوي 5-زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها 5. كما أن © تحوي 2 -زمرة جزئية سيلوفية 
مرتبتها 8. إن عدد جميع ال 5-زمر الجزئية السيلوفية التي مرتبة كل منها5 حسب 
مبرهنة سيلوف الثالثة يعطى بالعلاقة 5 +1 وهذا العدد يجب أن يقسم مرتبة 
الزمرة ©. نلاحظ أنه من أجل 0 £ فإن العدد 5 +1 لا يقسم مرتبة الزمرة 6. 


ومنه توجد 5- زمرة جزئية سيلوفية واحدة فقط في 6©. لنرمز لهذه الزنمرة 


بالزمن £ رخسي المبرهتة (6-1-19) فإن الزمرة. ناظمية في ©. لنوجد عدد 
جميع ال 2-زمر الجزئية السيلوفية التي مرتبة كل منها8. نلاحظ أنه من 
' أجل 2 - 0,۸  -‏ فإن 22 +1 يقسم مرتبة الزمرة: وبالتالي يكون لدينا عدد جميع 
ال 2 -زمر الجزئية السيلوفية التي مرتبة كل منها8 إما1 أو 5. لتكن 77 إحدى هذه 
الزمر الجزئية التي مرتبتها 8. بما أن ناظمية في © فإن الجداء £ زمرة جزئية 
في ©. وبما أن 77 > 1,87 فإن مرتبة الزمرة 7 يجب أن تقبل القسمة على 5,8 
حسب مبرهنة لاغرانج. وهذا ييين لنا أن 40 -(1: 7) مما سبق نجد أن 
ار و ْ : 
۲- لتكن 0 زمرة مرتبتها 15. أثبت أن الزمرة © دوارة. 
الصيل: 

بما أن 3.5 - 15= (1: ©) عندئذ حسب المبرهنة(١٠-۳-۲)‏ فإن الزمرة € تحوي 
3-زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها 3 وأخرى 5 -زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها 5 .إن 
عدد جميع ال-3-زمرة الجزئية السيلوفية التي مرتبة كل منها3 يعطى 
بالعلاقة ۸3 +1 ويجب أن يقسم مرتبة ©. وهنا نلاحظ أنه من أجل 0< ۸ فإن 


المقدار 3 +1 لا يقسم مرتبة الزمرة ©. ومنه توجد 3-زمرة جزئية سيلوفية واحدة 





فقط في © ولتكن # ' وحسب المبرهنة(: )1-1-١‏ فإن الزمرة 77 ناظمية في ©» ويما 
أن 3 = (22:1) فإن ‏ دوارة. لنفرض أن (4) = 7 . كذلك إن عدد جميع ال 5-زمر 
حوفي المراؤقية القن ويل عل ييا Rata‏ متي 
بالعلاقة £5 +1 وهذا العدد يجب أن يقسم مرتبة الزمرة ©. وهنا نلاحظ أنه من 
أجل 0 + ۸ فإن العدد 5 +1 لا يقسم مرتبة الزمرة ©. 
ومنه توجد 5 -زمرة جزئية سيلوفية واحدة فقط في © .لنرمز لهذه الزمرة بالرمز ›K‏ 
وهي ناظمية. ولكون 5 - (1:) فإن ‏ دوارة. لنفرض أن (5) = . بما أن 
KnH =(e)‏ (تأكد من ذلك) وأن () = 8 م ۸ ع 757 هزه وذلك لكون كل 
من ,£ زمراً ناظمية في © فإن »5 = 45. من جهة أخرىء بما أن 1 = (800)3,5 
فإنه حسب التمرين المحلول(۳-١)‏ فإن 15ح 3.5 = (0)0(0)5 = (0)05. مما سيق 
نجد أن (46) = ۰6 , ش 
۳- لندرس الان الزمرة التي مرتبتها 30. 

لتكن © زمرة مرتبتها 30. عندئذ 2.3.5 = (1: 6) وهنا نلاحظ أن مجموعة قواسم 
العدد 30 هي [1,2,3,5,6,10,15,30). وحسب مبرهنة سيلوف الأولى فإن الزمرة © 
تخوي 3 -زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها 3 وأخرى 5 -زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها 5. 
إن عدد جميع ال 3-زمرة الجزئية السيلوفية التي مرتبة كل منها3 يعطسى 
بالعلاقة 53 +1 ويجب أن يقسم مرتبة ©. وهنا نلاحظ أنه من أجل 3ع 0,۸ ۸ فإن 


. المقدار ۸3 +1 لا يقسنم مرتبة الزمرة €. ومنه يوجد في 6 إما زمرة جزئية واحدة 


فقط أو 10 زمر جزئية كل منها عبارة عن 3-زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها 3. لنرمز 
لسن قاو زؤلن بالريو لزه أو جلف اموقيرة بر O‏ 
السيلوفية التي مرتبة كل منها 5 حسب مبرهنة سيلوف الثالثة يعطى بالعلاقة 5 +1 
وهذا العدد يجب أن يقسم مرتبة الزمرة 6. وهنا نلاحظ أنه من أجل 41 0,2 £ فإن 
ال لأ ر ر و وين ا تيه ني 6 ا ور 
جزئية واحدة فقط أو 6 زمر جزئية كل منها عبارة عن 5 -زمرة جزئية سيلوفية 


0 


YAY 




















را دازي ی فده لمن او ا ر و 
أولية فيما بينها نجد أن أه) = 7 م ل . لنتأكد من عدد الزمر الجزئية السيلوفية التي 
مرئبة كل منها 3 أو 5. لدينا الحالات التالية: 

- الحالة الأولى. يوجد في © عشر زمر جزئية كل منها عبارة عن 3-زمرة جزئية 
سيلوفية مرتبتها 3» و 6 زمر جزئية كل منها عبارة عن 5 -زمرة جزئية سيلوفية 
مرتبتها 5 . ا 

- الحالة الثانية. يوجد في © عشر زمر جزئية كل منها عبارة عن 3-زمرة جزئية 
سيلوفية مرتبتها 3» و 5-زمرة جزئية سيلوفية واحدة فقط مرتبتها ١5‏ . 

- الحالة الثالثة. يوجد 3-زمرة جزئية سيلوفية ولحدة فقط مرتبتها 3 في 6©» و ست 
زمر جزئية كل منها عبارة. عن 5 -زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها 5. - الحالة الرابعة. 
يوجد 3 -زمرة جزئية سيلوفية واحذة فقط مرتبتها3 في 6ء وأخرى عبارة 
عن 5 -زمرة جزئية سيلوفية واحدة فقط مرتبتها 5. 

وهنا نلاحظ أن الحالة الأؤلى تقودنا إلى أن الزمرة © تحوي أكثر من 30 عنصراً 
وبالتالي فإن هذه الحالة مرفوضة. وهذا يبين لنا أن إحدى هذه الزمنر 8 أو × هسي 
زمرة جزئية ناظمية في.6 وبالتالي فإن الجداء 21 هو زمرة جزئية في ©. وبما 
أن KH = (e)‏ فإن 15د 3.5 = (1: غ1()2: (EE: = (FH‏ ومنه . 

(G:KH) = (G:1)/(HK :1) = 30/15=2 


وحسب المبرهنة (ه-١-١)‏ تكون الزمرة 1× ناظمية.في ©» وحسب التمرين (۲) ' 


فإن الزمرة ٨7‏ دوارة. لنفرض أن (ر) = K٨‏ . من جهة أخرىء بما أن 2 يقسم 
مرتبة الزمرة © وحسب مبرهنة كوشي فإن © تحوي زمرة جزئية مرتبتها 2 
ولتكن 2 ؛ ومنه تكون الزمرة2 دوارة. لنفرض أن (:د) = 2. واضح 
أن (©) = (ر) ۸ (:د). وبيما أن مير = بود وحسب التمرين المحلول )١-17(‏ 
فإن 30 = 2.15 = (نز)0)(0 = (دود)0 وهذا يبين لنا أن (نود) = 6 أي أن الزمرة © 


دوارة وبالتالي فهي تبديلية» كما أن (14 > ثر> 0 . :75>1> 20 :ابرع - ©., 


TAA 





) ۱٠۰ ( تمارين‎ 


-١‏ لتكن € زمرة منتهية غير تبديلية مرتبتها 36. أثبت أن © تحوي أكثز 
من 2 -زمرة جزئية سيلوفية واحدة أو أكثر من 3- زمرة جزئية سيلوفية واحدة. 

؟- لتكن © زمرة منتهية مرتبتها 48. أثبت أن تقاطع أي 2-زمرتين جزئيتين 
سيلوفيتين مختلفتين هو زمرة جزئية مرتبتها 8. 

۳ لتكن 6 زمرة منتهية و عبارة عن م -زمرة جزئية سيلوفية من © حيث ر 
عدد أل أثبت أنه إذا كان (&)/ ع × عنصر مرتبته قوة للعدد م فإن غ1 > ×. 

- تكن © زمرة منتهية و £ غيارة عن س سزمرة جزئية سيلوفية من ©. الست 
أن K‏ هي ال م -زمرة جزئية سيلوفية من © الوحيدة المحتواة في 7)/. 

°“ لتكن 6 زمرة منتهية مرتبتها 168. أوجد عدد ال 7-زمرة اه السيلوفية 
من .G‏ ش 

15- لتكن © زمرة منتهية مرتبتها 56.أثبت أن © تحوي زمرة جزئية ناظمية × 
تحقق © ح ۸ + (©). 

۷- لتكن © زمرة منتهية غير دوارة مرتبتها 21. أوجد عدد ال 3- زمرة الجزئية 
السيلوفية في . ثم أثبت أن © تحوي 14 عنصراً مرتبة كل منها 3. 

۸- لتكن 77 زمرة جزئية من الزمرة ©. أثبت أن عدد كل المرافقات اليسارية 
للزمرة ‏ في © يساوي ((7)8 : ©). 

4- لتكن © زمرة مرتبتها 375. أثبت أن الزمرة © تحوي زمرة جزئية مرتبتها 15. 

-٠‏ _التكن © زمرة مرتبتها 105, أت أن الزمرة © تحوي زمرة جزئية 
مرتبتها 35. 

-١‏ لتكن 6 زمرة مرتبتها 595. أثبت أن الزمرة © تحوي 17 زمرة جزئيسة 
سيلوفية واحدة فقط. 
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9 لتكن © زمرة منتهية و عبارة عن م دزمرة جزئية سيلوفية ناظمية 
من © حيث م عدد أولي. أثبت أن a(H)= H‏ وذلك أيا كان (4::4)27 € به . 
-١“‏ التكن © زمرة منتهية و مر عدد أولي. ولنفرض أن مرتبة كل عنصر من 6 

.قوة للعدد م . أثبت أن © عبارة عن م -زمرة. ْ 
-٤‏ لتكن © زمرة منتهية و 71 عبارة عن مم -زمرة جزئية سيلوفية في 0 


حيث م عدد أولي. أثبت أن 17 هي ال م -زمرة الجزئية السيلوفية الوحيدة 


في (27) 17 . 
6- لتكن © زمرة تبديلية منتهية. أثبت أن الشرط اللازم والكافي كي تكون 
الزمرة 6 دوارة هو أن تكون كل زمرة جزئية سيلوفية في © دوارة. 
-١‏ لتكن © زمرة منتهية وام عدد أولي. أثبت أن 
- تقاطع أي زمرتين جزئيتين من © مرتبة كل منها تساوي م هو (©). 
حم جه العام يك التي مرتبة كل منها يساوي م هو من 


الشكل (1- )ت . 





مسي ںییہ سس 


. الفصل الحسادي عثسر 
اف الزن اتا 


وجدنا سابقا أنه من أجل أي عدد صحيح موجب 7 توجد زمرة واحدة على الأقل 
مرتبتها #» ومن هنا نجد أن مجموعة الزمر ذات المرتبة ر (في الحالة العامة) يمكن 
اعتبارها غير منتهية» وبالتالي ليس من المعقول لدراسة هذه الزمر أن ندرس كل 


زمرة على حدة. من هنا نجد أنه لتصنيف الزمر من حيث المرتبة له أهتيتة كبيرة.. 


فعلى سبيل المثال» بما أن كل زمرة دوارة مرتبتها ‏ تمائل ,2 نستنتج أنه لدراسة 
الزمر الدوارة ذات المرتبة # يكفي دراسة الزمرة ,7 . وبالاعتماد على خواص التمائل 
يمكننا تعميم هذه الدراسة على جميع الزمر الدوارة ذات المرتبة *#. أي أنه يمكننا 
القول إنه توجد زمرة دوارة واحدة فقط مرتبتها ۸ وهي ,2. وبما أن كل زمرة منتهية 
مرتبتها عدد أولي م هي زمرة ذوارة» وبالتالي فهي تماتل ,2 . وهنا نستطيع القول إنه 
توجد لدينا زمرة واحدة فقط مرتبتها م وهي ,7 وذلك أيأكان العدد الأولي مء 
وبالتالي فإن نتائج دراستنا للزمرة ,2 يمكن تعميمها على جميع الزمر المنتهية ذات 
المرتبة م . بالاعتماد على ما سبق ذكره سابقا نستطيع القول إنه من أجل أي عدد 
أولي ص» فإن كل زمرة منتهية مرتبتها ‏ قد أصبحت معروفة لدينا. ننأتي الآن 
ات ازمر ال اي مر للها ليقف أعداذ ا أرلية و ا هد ذلك 
المرتبة 4. ٠‏ ش 0 
ميرهنة .١-١١‏ 
كل زمرة منتهية مرتبتها 4 إما تماتل ,7 أو تمائل ,7 © ,2. 

اليرهسان. ش 


۲۹۱ 








© إذا كانت الزمرة © دوارة عندئذ فإن الزنمرة‎ . N E 
4+ بحيث ع‎ » » G تماثتل 2 . لنفرض أن الزمرة © ليست دوارة. . لیکن‎ 
بما أن © ع عر‎ .K x م‎ Z2 عندئذ (۾) -# زمرة جزئية من © مرتبتها 2 وبالتالي‎ 
يوجد © > 3 بحيث × ۾ ط ومنه (5) = 7 زمرة جزئية من © مرتبتها 2 وتمائل ر2‎ 
KH = HK وبما أن الزمرة © تبديلية بالاعتماد على الميرهنة(٠ .11-1( فإن‎ 
وبالتالي الجداء 7 زمرة جزئية من © مرتبتها 4» لأن (6) = رامع (تأكد من‎ 
ذلك). وهذا يبين لنا أن وع دج فنا سيق تجسة أن 177 > 6 وحسب‎ 
۰ المبرهنة(4-؟-؟) فإن‎ 

06 - «17 و2 نم 27 © ع1[ نم‎ OZ, 

وفى هذه الحالة يكون (ط4 ,0 ره ر6) = 

المبرهنة السابقة تبين لنا أنه توجد زمرتان فقط مرتبة كل منهما 4 هي 4> د 
ر2 © .Z‏ المبرهنة التالية تعد تعميماً مباشراً للمبرهنة )١- -1١(‏ وتبين لنا أنه توجد 
فقط زمرتان مختلفتان مرتبة كل منهما م وهما, 2 و ,2 © ,2 حيث مر عدد أولي. 
ميرهنة ۹-. 

لتكن © زمرة منتهية مرتبتها م حيث مر عدد أولي. عندئذ إما © تمائل 2 
تماثل ,2 © ,2. 
البرهسان. 

.0 بع‎ 007 ET 
فشا أن الزمزة © ليست دوارة. . بما أن 2م = (1: ) فإنه بالاعتماد على المبرهنة‎ 
تكون الزمرة © تبديلية. وحسب مبرهنة كوشي فإن © تحوي زمرة‎ )1-1-1( 
66 © جزئية مرتبتها م ولتكن 47 ومنه ,7 × 7 . بما أن © ع 8 يوجد عنصر‎ 
بحيث 77 » 6 ومنه فإن (5) = × زمرة جزئية من © وبما أن (6) * 1 وحسسب‎ 
لاغرائج دج د أن م - (1:1). واضح أن 11 < £ وأن ,2 هه .. كما‎ 
بر وأن © ٭ بز ومن‎ ٤ 16 ۸ 11 أن (ه) = 7 ۸ لأنه إذا كان (ع) + ۳ ۸ £ يوجد‎ 








فإن (ر) زمرة جزئية من وحسب لاغرانج فإن (ن) = . بشكل مشابه نجد 
أن (ر) = 7 وهذا يبين لنا أن 7 = £ وهذا غير ممكن. وبما أن الزمرة © تبديلية 
فلن الجداء 17 ودر جزئية من 6 درن 

(KH :1) = (K :1(H :1) = *م‎ 
مما سبق نجد أن‎ .G = ۸ ومنه‎ 
.G=KxH x» KOH NZ, © م2‎ 

aS‏ عن الع لل 
مبرهنة ١١إلطم.,‏ 

كل زمرة منتهية مرتبتها 6 إما تمائل,2 أو تمائل ,2 . 
البرهسان. ش 

لتكن © زمرة منتهية مرتبتها 6. حسب مبرهنة كوشيء فإن الزمرة 6 تحوي زمرة 
جزئية 7 مرتبتها 2 وزمرة جزئية أخرى × مرتبتها 3. وبما أن كلا من 2,3 أعداد 
أولية فإن كلا من 77 ,£ هي زمر جزئية دوارة. لنفرض أن (ه) = 8 وأن (ط) = ع1 
وبما أن 2 = 6/3 = (1: )/(1: ©) = (£ : ©) فإنه حسب المبرهنة )۲-٠-١(‏ تكون. 
الزمرة £ دأظمية في © وبالتالي يكون الجداء 7 زمرة جزئية من ©- ويما 
أن () = م £ (تأكد من ذلك) فإن 6 = (1: 77) وهذا يبين لنا أن 1/17 = 6. 
و أن (6,4) = 87 وأن (1,5,57 = 12 ومنه 

G = {e,b,b? ,a,ab,ab?} 

وبما أن الزمرة £ ناظمية في € فإن K‏ ع تومه أي أن ط,ط,e)‏ ع “مومعب ومنه ` 
إمام = “وذُم أو ط = "مط أو ©8- .aba'‏ 
= كوت لون عندئذ م = 55 وبالتالي ع = م هذا كين کن 
- إذا كان م = "هطه عندئذ 56 = 68 وحسب التمرين المحلول )١-*(‏ نجد أن 


© = )48( (ط)ه أي أن (طه) زمرة جزئية من © مرتبتها 6» وهذا يبين لنا أن‎ = 6 ٠ 


وبالتالي الزمرة © دوارة ومنةه ع 2 نم 





- إذا كان 82 = “وط حندئذ 2م = طم وفي هذه الحالة نجد أن ,2 :م © حيث 
(baj 2 53 = a? = (ab)? = (‏ = رط 
(زاجع التغرين التطرل 4-7): وفي هذه الحالة نجد أن 
G = {e,a, b,b*” ,ab, ba}‏ 
واد a‏ زمرتان فقط مرتبة كل منهما 6 وهماء و و2٠‏ م 
نأتى الآن إلى تعميم المبرهنة الأخيرة» أي لندرس الزمرة ذات المرتبة م2 حيث م 
عدد أولي. 
ن 4-1. 
لتكن © زمرة منتهية مرتبتها م2 حيث 2 < م عدد أولي. عندئذ إما © تماتل ,2 
أو تماثل ,2 . 
اليرهسان. ۰ 
حسب مبرهنة كوشي فإن الزمرة © تحوي زمرة جزئية ٨1‏ مرتبتها 2 وزمرة 
جزئية أخرى ‏ مرتبتها.م . وبمآ أن كلا من م,2 أعدادا أولية فإن كلا من 12,11 هي 
زمر جزتية دوارة. لنفرض أن (4) = 1 وأن (5) = £ ومنهم = (2,0)5 = (0)4. 
وبما أن ظ ش 
2= م/م 2 - (1:غ1/)1: ©) (G:K)=‏ 
فإنه حسب المبرهنة(ه-١-١)‏ تكون الزمرة £ ناظمية في © وبالتالي يكون 
الجداء 77 زمرة جزتية من ©. كما أن (6) = اح ۸ء لأنه إذا كان (0) + 014 16 
يوجد 7 م £ > بر وأن ±٤‏ بر ولكون 7 ع بر فإن ۾ = بر وبالتالي 2 = (بز)0. مسن 


جهة أخرى: بما أن × > ر فإن ع = ”بر وهذا يبين لنا أن 2 يقسم م وهذا مرفوض | 


فرضا. ومنه 

م2 = )1: (KH :1( - (K :1(H‏ 
. وهكذا نجد أن 577 = ©. وبما أن الزمرة. ناظمية في ©» عندئذ “و = تون 
خیث م > 2 > 0. إذا كان 0= ۸ عندئذ ع = "طت ومنهه =ظه» وهذا يبين لنا 








أن ع = 2م = ۾ وهذا مرفوض فرضا. كذلك الأمر إذا كان م = ۸. مما سبق نجد 
أن م > ۸ > 1 ومنه 


ga = (b۳) ا‎ (aba) ت‎ ab’ a 55 7ر0‎ -8 


وبالتالي © = “0 وهذا يبين لنا أن م يقسم المقدار (1+-5-1()6) -1- *)» ويما أن 


م > ۸ > 0 نستنتج أنه إما11+ 4 = م أو 0 -4-1. إذا كان 0= ۸-1 عندئذ1= ۾ 
ومنه هط = طه» وبما أن 1= (ص,800)2 فإنه حسب التمرين المحلول(9-١)‏ نجد 
o(ab) = 0)0(0)5( = 2p‏ 
وهذا يبين لنا أن لنا أن (طه) = © أي أن الزنمرة © دوارة مرتبتها م2 وبالتالي 
فإن © تمائل ,7 . لنفرض أن 1+ ۸ = م عندئذ 1- م =( ومنه ”ی = أ-وقع. من 
جهة أ ىء بما أن G = KI‏ فإن }^ ”ض4,---; G = {e,a,b,ab, ab? , ab?‏ أي أن 
ak Os<i<2; O0Osj<p}‏ وهذا يبين لنا أن ,2 × ©. , 
المبرهنة الأخيرة بينت لنا أنه إذا كان م عدداً أولياً فردياً فإنه توجد زمرتان فقط 
من المرتبة.م2 وهما م2 و ,2 . نأتي الآن لدراسة الزمرة التي مرتبتها وم حيسث 
و,س أعداد أولية. إن أول من درس هذه الزمرة 85.1/6/0-1882 حيث أثبت من 
خلال دراسته هذه أنه توجد على الأكثر زمرتان مرتبة كل منهما همر . من خلال 
المبرهئة التالية سوف ندرس الحالة الخاصة التي من أجلها توجد زمرة واحدة فقط. 


مرتبتها وم وهي ,,2. 


مبرهئة ١١ح‏ ه., | 

لنكن © زمرة مرتبتها وم حيث و,م أعداد أولية تحقق و > م وأن م لا 
يقسم 1- ۾. عندئذ تكون الزمرة © دوارة وبالتالي فهي تمائل ي, 2. 
البر هسان . ۰ ٠‏ 

بما أ" 6 أعداد أولية تحقق و > م وأن م لا يقسم1-و فإن ع > م > 2 
وأن 1= (4,ص)00ع. كما أن مجموعة قوا سم العدد وبر هسي (29 ,و,م ,1). بما أن 
وم = (1: ©) فإنه حسب المبرهنة(١١-5-5)‏ فإن © تحوي م -زمرة جزئية 
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سيلوفية مرتبتها م وکن اغ كذلك © تحوي ۾ -زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها 4 
ولتكن ۸ مين K1‏ هي زمر جزئية دوارة. لتفرض أن(×) = 47 
وأن (ر) = ۸ . وحسب مبرهنة سيلوف الثالثة فإن عدد جميع ال م -زمرة الجزئية 
السيلوفية في © يساوي م +1 ويقسم هم أي أن 
1 ش p,q, pq}‏ يلاع مخ 1 

وهذا يبين لنا أن 0 = ۸ وبالتالي فإن © تحوي بر- زمرة جزئية سيلوفية واحدة فققفط 
ومنه تكون الزمرة 7 ناظمية في © .بشكل مشابه نجد أن © تحوي ۾ - زمرة جزئية 
سيلوفية واحدة فقط مرتبتها ۾ وبالتالي تكون الزمرة £ أيضا ناظمية في © وهذا يبين 
لتنا أن الجذاء KH‏ مسر جز نة مان 6 كمسا أن (ء) = KH‏ لأنه إذا 
كان 7 ۸ © e‏ 6 عنصر مرتبته ی عندئذء بما أن K,a € H‏ ع © فإن ى يكون قاسما 
مشتركا لكل من ورم وحسب الفرض نجد أن » = 4. وبما أن كلا مسن 4,47 زمر 
ناظمية فى 6 فإن 8م ع ار سود أي أن 6 = رر ررد ومنه رر = رد 
وحسب التمرين المحلول(-١)‏ ينتج أن وم = (بز)و(:)ه = (رود)ه وهكذا نجد 
أن (بود) زمرة جزئية من € مرتبتها وم » ومنه (بود) =6» وهذا يبين لنا أن 
الزمرة 6 دوارة وبالتالي فهي تمائل ٠2,‏ م 

لندرس الآن الزمرة ذات المرتبة .”م حيث ي ,م أعداد أولية مختلفة» والتي مسن 
خلالها نجد أنه توجد زمرتان فقط مرتبة كل منها .”م وهي بم 2 © ۾ 2٣ر‏ م۰2 
مبرهنة ..5-1١‏ | 

لتكن © زمرة مرتبتها وم حيث ووم أعداد أولية مختلفة تحقق أن م لا 
يقسم ٩-1‏ وأن ؟ لا يقسم 1- 2م . عندئذ تكون الزمرة © تبديلية. 
البرهسان. 

نلاحظ من شروط المبرهنة أن مجموعة قوا سم العدد 4م هي المجموعة 
pq, p4}‏ ,27,4 وق ولع ٠‏ وحسب المبرهنة(١٠-۲-١)‏ فإن الزمرة 6 


تحوي ر -زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها ر ولتكن 8 إحدى هذه الزمر. وحسب 


نا أ 





1 ظ 
00 ٍْ 
ش 


مبرهنة سيلوف الثالثة؛ فإن عدد جميع ال م -زمرة الجزئية السيلوفية في © يساوي 

: 1 ويقسم 79م أي أن‎ 1+ pk 
1+ pk € {l, p, 2“ , 4, Pq, p4} 
وهذا يتحقق فقط من أجل 0 =۸ ومنه نجد أن 7 هي ال بر -زمرة الجزئية السيلوفية‎ 
.© الوحيدة في 6 وحسب المبرهنة(١٠١-1-75) فإن الزمرة الجزئية 8 ناظمية في‎ 
© وبما أن ”م = (1: 7) فإن. الزمرة 7 تكون تبديلية. من جهة أخرىء فإن‎ 
تحوي ۾ -زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها ۾ ولتكن £ إحدى هذه الزمر. وحسب مبرهنة‎ 
1+ سيلوف الثالثة فإن عدد جميع ال ب -زمرة الجزئية السيلوفية في 0 يساوي. ۸ي‎ 
. ويقسم يم أي أن‎ 
' 1+ pk € {l, وق‎ 2“ ,4, pq, p4} 
وهذا محقق فقط من أجل 0= ۸ وهذا يبين لنا أن × هي الو زمرة الجزئية‎ 
)۸ :1( = السيلوفية الوحيدة في © وبالتالي تكون الزمرة £ ناظمية في ©» وبما أن ۾‎ 
7ح £ (تأكد من ذلك). مما‎ = )٤( فإن الزمرة £ دوارة وبالتالي فهي تبديلية. كما أن‎ 
سبق نجد أن الجداء 177 زمرة جزئية من © وأن‎ 
(KH :1) = (H :1(K :1) = pq 
1,2 وبما أن كلا مسن‎ 6 = £ x 8 = £ © ¥ وهذا يبين لنا أن 77 = © وبالتالي‎ 
تبديلية وحسب المبرهنة(۸-٠-۲) فإن الزمرة © تكون تبديلية. وهنا نلاحظ ما يلي:‎ 
إذا كانت الزمرة © دوارة فإن ر 2 ہ ©. ش‎ - 
إذا لم تكن الزمرة © دوارة وبما أن الزمرة £ دوارة مرتبتها ۾ فإن ,2 × .. مسن‎ - 
جهة أخرىء بما أن الزمرة 7 تبديلية ومرتبتها ”م فإنه حسب إلمبرهنة(4-) فإن‎ 
,2ع 8 . مما سبق تجد أن ظ‎ © 2, 
, 6 م2 © ,2 * ,2 © م2 © ,2 نه‎ 

لندرس الآن الزمرة ذات المرتبة وم حيث و رم . أعداد أولية مختلفة وذلك من 

خلال المبرهنة التالية: ْ 








٠ .الح١١ مبرهنة‎ 

لتكن © زمرة مرتبتها 20م حيث هرم أعداد أولية مختلفة تحقق أن م لا 
يقسم1- ي وأن ي لا يقسم 1- 52 . عندئذ تكون الزمرة © تبديلية. 
البرهسان. ش 

لاح ألا له سن شروط المبرهنة إن مجموعة قوا سم لد 4م هي 

3 = {1 P, p" 4,47, ,و‎ p4, pq, 2427م‎ 

وحسب المبرهنة(١١-؟1-")‏ فإن الزمرة6 تحوي م -زمرة جزئية سيلوفية 
مرتبتها 2م ولتكن 7 إحدى هذه الزمرء وبما أن عدد جميع م -زمرة الجزئية 
a‏ ويقسم pq‏ أي أن 5 pk e‏ +1 وهذا يتحقق فقط من 
أجل 0 -# ومنه نجد أن ن الزمرة الجزئية 7 وحيدة في © . وحسب المبرهنة(١٠-٠-‏ 
4) فإن الزمرة الجزئية 7 ناظمية في 6. وبما أن 2م = (1: 2) فإن الزمرة 7 تكون 
ثبدیلیةء وحسب المبرهنة(١١-١)‏ إما 2 ہ 47 أو ,7 © ,2ع 8 . كذلك» الزمرة © 


تحوي 0 -زمرة جزتية سيلوفية مرتبتها و ولتكن ع إحدى هذه الزمرء وبما أن عسدد 


جميع ال-4 OS‏ ل ويقسم pq?‏ أي أن 
۶ ع ي +1 وهذا يتحقق فقط من أجل 0 =( ومنه نجد أن الزمرة الجزئية £ وحيدة 


في © وبالتالي فهي ناظمية في ٠©‏ . وبما أن و -(1:) فإن الزمرة× تكون 
وهنا 4 به × أو Kw 2Z, OZ,‏ منا سيق تجد أن الجداء 27 زمرة 


جزئية في ©. وبما أن (6) = ورمع aşi‏ أن (KH :1( = (K :1()8 :1) = pg?‏ 
وبالتالي 77 © ع1 ب KH = KxH‏ = © وبما أن كلاً من 21 ,£ تبديلية فإنه حسسب 
المبرهنة(/-١‏ -؟) نجد أن الزمرة © تبديلية. . وهنا نلاحظ مايلي: 
- إذا كانت الزمرة © دوارة فإن 2 به ©. 
- إذا لم تكن الزمرة © دوارة فإن, ,6962 0Z,‏ 2 نه 1 © غ1 نه © ومنه 
~i 2Z, © 2‏ د ,2 © ,2 © 0Z,‏ رقم به 27 © ع1 ۰م 





تمارين محلولة ( )1١١‏ 


.66 أثبت أنه توجد أربع زمر مرتبة كل منها‎ -١ 
الحل.‎ 

لتكن © زمرة مرتبتها 66 ولنعين الزمرة 6. بما أن2.3.11 -66 فإنه حسب 
مبرهنة كوشي 6 تحوي 3-زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها 3 ولتكن 1 إحدى هذه 
الزمر. كذلك فإن الزمرة © تحوي11-زمرة جزئية سيلوفية مرتبتها 11 ولتكن ۸ 
إحدى هذه الزمر. وبما أن عدد جميع ال-11-زمر الجزئية السيلوفية يساوي ۸.11 +1 
ويقسم 66 نجد أن × هي ال11-زمر الجزئية السيلوفية الوجيدة في © ومنه تكون 
الزمرة × ناظمية في © وبالتالي يكون الجداء ۸1 زمرة جزئيسة في 6: ويما 
أن () = 8م نجد أن 

(KH :1( = غ1)‎ :1(H :1( - 11.3 -3 

وحسب المبرهنة(١0-1)‏ فإن الزمرة 577 دوارة. لنفرض أن (×) = 03 
حيث ×٤‏ > ×. من جهة أخرى بما أن 2 = 66/33 = )1: KH) = )© :1)/(KEH‏ : 6©) 


وحسب المبرهنة(ه-١-1١)‏ فإن الزمرة () تكون ناظمية في € . . كذلكء بما أن 2 


يقسم مرتبة الزمرة © وحسب مبرهنة كوشيء فإن الزمرة © تحوي عنصراً مرتبته 


2 وليكن بر ومنه 3 yxy ' e)‏ أي أن × = "رر حيث 532 1>1 


وبالتالي ر '× = جر . وبما أن (د)ه = ( ٥) ( = o)‏ (تأكد من ذلك) نجد أن . 


العددين 33,7 أوليان فيما بينهما ولكون 2 = (ر)ه نجد أن ٠‏ 
ہر = ألأيو) = أ( موديز) = دير اہر = پرا رح بر( رر برح عد 
ومنه ے = ”× وهذا يبين لنا أن 33 يقسم1- *. ومنه يوجد في 4٤2‏ بحيث 


1م -1- 72 أي أن 32(11) = (1+ )(1-) ومنه إما 11 يقسم 1+1 أو 11 يقسم. 


7-1 





























- إذا گان 1 يقسم 1+1 عندئذ يوجد 2 ٤‏ ۲ بحيث 1+1-11 وبما أن 157532 
فإن 2>1+1>33 ومنه فإن/ يمكن أن يأخذ القيم الثالية: 1,2,3 - 1 أي 
أن 11,22,33 = 1+ ومنه 10,21,32= وبما أن العددين 33,7 أوليان فيما بينهما نجد 
أن يأخذ للقيم 1=10,32. ٠‏ 

- إذا كان 1 يقسمم1-: فإنه يوجد 2 ء ى بحيث :11 -1-: وبما 


أن 31 >7-1> 0 نجد أن ى يمكن أن يأخذ القيم التالية: 0,1,2 = ء أي 
أن 0,11,22 = 1- وبالتالي 1,12,23 = 1 ولكون العددين 33,7 أوليان فيما بينهما نجد 
أن 1,23= 1. 


مما سبق نجد أن يمكن أن يأخذ القيم التالية: 1,10,23,32,= ١ء‏ لنناقش بحسب قيم 1. 
من أجل 1 -: نجد أن تومير = × ومنه بر =× وبما أن (6) = () ۸ (×) وأن 
1= (00)33,2ع فإنه حسب التمرين المحاول(7-١)‏ نجد أن 
6 = 33.2 = (:ز)0)2(0 = (بود)ه 
أي أن (ر») = © وبالتالي تكون الزمرة © دوارة ويكون »2 بم ©. 
دين أجل :1-33 تيد ل ليوات ورو ومقة ر حورو ودا فإ 
ع = ر = ر( )× = بر(صر)بد = *(بود) 
وفي هذه الحالة نجد أن ر2 × :© لأن 
=e)‏ (ر») = ”ر = × :ر( = Dy‏ 
ومنه 
G={xly': 0<j<33, 0>>2(‏ 
بشكل مشابه نجد أنه من أجل 32 = 23,1 = فإن الزمرة تماثل كلأ مسن ر2 © ,2 و 
,2 © ,2 وأن كلا من الزمر ,2® ,2 ,,2 © 2 ,و2 ,2 مرتبتها 
6 وأن أي اثنتين من هذه الزمرة غير متماثلة. , 
؟ - كل زمرة مرتبتها 255 هي زمرة دوارة. 
الحسل. 


لتكن © زمرة مرتبتها 255. إن 3.5.17 = 255 وحسب مبرهنة سيلوف الأولى 

في © يوجد 17-زمرة جزئية سيلوفية» ولتكن 17 وحسب مبرهنة سيلوف الثالشة 

فإن ۸ هي ال 17-زمرة الجزئية الوحيدة في »G‏ وبالتالي A a‏ 
H‏ 

في ©» أي أن N(EH).‏ = @. وحسب التمرين المحلول )۷ (Y~‏ فان الزمر 01 


2627 
2720 
C(H) 





تمائل زمرة ة جزئية من الزمرة (411)8 . أي أن المقدار (1: 
(1: (4:)77) وبما أن ۷)11 = © فإن 


NCH) 
CD: :1(= 1 - (G:C(E)) 


ويقسم مرتبة الزمرة ©. من جهة أخرىء بما أن 17= (1: 77) فإن الزمرة1] هي 
زمرة دوارة ومنه ,7 × 8 وبالتالي حسب المبرهنة (/5-1) فإن 

Auf(H) x Aut(Z,,) x U (17)‏ 
وبما أن ((27)© : ©) يقسم (1: (41)11) فإن ((/5)©: 6) يقسم 16= (17) 7 وهكذا 
نجد أن ((27)©: ©) يقسم 16,255 وبما أن 1= (04)016,255ع نجد أن 


ا 


1 - ((2)©: ©) وهذا يبين لنا أن (0)27 = © أي أن 


Vhe H;hg = gh, VgeG 
)2)6( :1( ومنه (7)6 ع 8 وبالتالي فإن 17 يقسم (2)©(:1). من جهة أخرىء إن‎ 
تقسم 3.5.17 = 255 وهذا يبين لنا أن (51,85,255 0 € (1: ©)2) أي أن‎ 


007 1) € {13,51 5} 


وبما أن كل زمرة مرتبتها تنتمي إلى المجموعة (1,3,5,15) هي زمرة دوارة نجد أن 
الزمرة 206 هي زمرة دوارة وبالتالي فإن الزمرة © تبديلية. وحسب المبرهنة 
الأساسية للزمر التبديلية المنتهية فإن 2 © ,2 © ,2 به © وحسب المبرهنة -١-۸(‏ 


) نجد أن الزمرة © دوارة أي أن جور نه ۰€ م 




















)١١( تنمارين‎ 


-١‏ أثبت أن الزمرة المنتهية التي مرتبتها 175 تكون تبديلية 
۲- لتكن © زمرة مرتبتها 60. أثبت أن 6 تحوي بالتحديد أربعة عناضر مرتبة كل 
. منها 5 أو 24 عنصراً مرتبة كل منها 5. 
- لتكن © زمرة مرتبتها 60. أثبت أن 4 2 (1: (©)2). 
| ؛- لتكن © زمرة مرتبتها 60 و ۸ زمرة جزئية ناظمية في © مرتبتها 2. ثبت 
أن: 1 ٠‏ ش 1 
- الزمرة © تحوي زمز جزئية ناظمية مراتبها 6 و10و30. 
- الزمرة © تحوي زمر جزئية مراتبها 12و30.. ١‏ 
- الزمرة 6 تحوي زمرة جزئية دوارة مرتبتها 30. 
فت ليقن © زمر مرها 168 أت أنه [ذااحوت للأمزة 6 زمرة حزثية ناظنينة 
مرتبتها 4 فإن © تحوي زمرة جزئية ناظمية مرتبتها 28. 


1- لتكن 6 عبارة عن م -زمرة مرتيتها ”م . أثبت أنه من أجل كل > 2 >1 


فإن © تحوي زمرة جزئية ناظمية مرتبتها "مرء حيث مر عدد أولي. 

۷“ لتكن 6 زمرة مرتبتها “در حيث ر عدد أولي وتحقق أنهامن أجل كل عددم 
يقسم ”م فإن © تحوي زمرة جزئية واحدة فقط مرتبتها . أثبت أن الزمرة في 
هذه الحالة © تكون دوارة. ْ 

۸- لتكن © زمرة منتهية وتحقق أن جميع زمرها الجزئية السيلوفية ناظمية.أثتبت 
أن © هي جداء مباشر لزمرها الجزئية السيلوفية. 

14- لتكن © زمرة منتهية و ٨١‏ زمرة جزئية ناظمية في 6 مرتبتها ”م حيث م عدد 
أولي. أثبت أن 77 محتواة في أي م -زمرة جزئية سيلوفية من ©.. 

٠‏ - أثبت أن جميع ال م -زمر الجزئية السيلوفية لزمرة منتهية تكون متماثلة. 

٠ 2, ما هو عدد التشاكلات الزمرية الغامرة من ,2 إلى الزمرة‎ - ١ 


۳ - لتكن © زمرة و 11 زمرة جزئية من © بحيث ۸ = 





- أثبت 5 التطبيق 2 ج 7 © ۶:2 المعرف بالشكل ط-ه = (0,5)/رء وذلك 


أياكان 2 7ء (5,ه). هو تشاكل زمري ثم“خين نواة هذا التشاكل. 
(727: ©) 0 


© ج 0 :ر تشاكلاً زمرياً. أثبت ت آنه إا كان 7 ح رات فإن دليل الزمرة }4 


في © يساوي 7. 
٤‏ - أثبت د ققد لعز عاشي لي انق و وأن الزصرة 


الجزئية ((1(,)12(,)34)) = 7 ناظمية في ڕ5. 





























سوف نورد الآن جدولاً يبين لنا عدد الزمر التي مراتبها أصغر أو تساوي 100. 








:الفضل الشات عد 


الزمسر القابلة للحل والزمسر عديمة القسوى 


١-5‏ . الزمر القابلة للحل. 

في عام ١1818‏ لاحظ 1/111 .4 .© أنه إذا كانت الزمرة © غير تبديلية فإنها 
تحوي عنصرين على الأقل بر,ءد يحققان ع ع "بر" بررد» وأن لهذه العناصر تطبيقات 
هامة. لأجل ذلك في هذه الفقرة سوف ندرس بعض الخصبائص لهذه العناصر. 

لتكن © زمرة و © > بر,×. نسمي العنصر "رر" بر مبادل العنصرين بز,»د في 
©. ونرمز له [بررئد]. أي “برا مود = [ر,×]. 
تعريف. ۰ ٠‏ 
لتكن © زمرة. ولنفرض أن إ6 ع ,× :1[/ز,]) د ق. ا الزمرة 
(5) = ' المشتق الأول للزمرة ©. | 1 
ينتج من التعريف السابق أن © ى '© وأنه إذا كانت الزمرة © تبديلية فإن () = '6. 
. لتكن © زمرة ولنفرض أنه تم تعين المشتق الأول . لنأخذ المجموعة ٠‏ 

x,y € G}‏ ريده 
إن الزمرة ('5) = 07 تسمى المشتق الثاني للزمرة © وأن © ح '© ج ”6. بشكل 
مشابه نعين المشتق من المرتبة ” وذلك "۸ > 77. ونرمز له (”“؟) = “€ حيث 
eg";‏ برد :]£= لاو 
نأتي الآن لدراسة بعض الخواص لمشتق الزمرة وذلك من خلال المبرهنة التالية: 





: 
ا 












































مبرهنة ؟١-١-أ.‏ 
لتكن © زمرة. القضاياً التالية صحيحة: 

ا الزمرة آلجزثية © متميزة في 6. 

؟- الزمرة الجزئية “© ناظمية في .G‏ 

-٣‏ الزمرة'6/ تبديلية. 

البر هسان . 

١‏ - لنبرهن أولاً أن الصورة المباشرة لأي مبادل وفق أي تمائل للزمرة © هو 
. أيضا مبادل للزمرة ©. لیکن (41)6 > ر عندئذء أيأ كان © > ررد فإن 
f(OOF(L(DTCFC)T € S‏ د Oxy)‏ 
وبالتالي 5 = (۴)8ر. لنبرهن الآن أن 67 = (©)/ وذلك أي كان (44)6 > / . ليكن 
ye f£(@‏ عندئذ («)ر حدر حيث '6 > بد. وحسب المبرهنة )١1-1١-5(‏ فإن 
x = af a aj “af‏ 
حيث 5 ع ,۾ من أجل ۸ > ر >1 وأن 7 ٤‏ ,ى من أجل م >7 >1. ومنه 
= (ذو..... ثم ذه f (af‏ - )رد بر 
(F(a, ))* (F(a, (0 <<“ (a, (*‏ “(0,ه)/) - . 

وبما أن 5 » (,ه) 2 أياً كان مر > ر >1 فإن “© ٤‏ ()/ = بر. وهذا يبين لنا أن 
'ج ‏ (6)/. لسيكن 260 عندئذ وحسب المبرهنة )١5-1-7(‏ فإن 
و .... z =D bt bî‏ حيث 5ج ,8 2», وذلك أيأ كان« ك1>1. وبما أن 
يوجد 5 € ره بحيث ,ط = (,4)/ لأجل + > ر > 1. وهكذا فإن 

= “)ب ه)ر).:... "((بر)كر). “((يرك) ). "(( (F(A,‏ = يزه ...برط برط رط - 2 

= (dj 4:4. Ye £(G) 

مما سبق نجد أن '6 = (6) . وهذا يبين لنا أن الزمرة الجزئية '6 متميزة في 
E‏ 

۲ - ينتج من المبرهنة(5-4). 


ا التالية: 


.)١(> )( -‏ لنبرهن في البداية على أن الزمرة الجزئية 7 ناظمية في ©. أي لنبرهن 





۳ - ليكن 6 )نز ,ند حيث 6 ع ر ,×. وبما أن G'‏ > “برا بود فإن 
'ج = “و (” درا سود) .وهذا يبين لنا أن 0:67( ©بز) = ('6()6») . وبالتالي الزمرة 
6/6 تبديلية. , 1 

علاقة الزمرة الجزئية “© مع بعض الزمر الجزتية الناظمية نجدها في المبرهنة 


مبرهنة ۲١-١-؟.‏ 

لتكن © زمرة و7 زمرة جزئية من € . القضايا التالية متكافئة: 
-١‏ الزمرة الجزئية 8 ناظمية في الزمرة © والزمرة ./ © تبديلية. 
¬ قري '0. 
البرهان. )١(‏ © (۲). لنبرهن أولاً أن 

S={[xy]: xyeG cH 

ليكن 5 > [ر×] حيث © > بر,د» وحسب الفسرض فإن (11()×۸1) = (7آب)(2:) 
وبالتالي 





(rHY(yH)(x بز(‎ EH) = H 
ع زات برا عمود) وهذا يبين لنا أن 7ه أت براةتعيود. مما سبق نجد‎ = H أي أن‎ 
أن > $ وبالتالي 27 ج (8) = '6.. ش‎ 


أن 8# ح "وع وذلك أياً کان © e‏ ۾ . لیکن 8 ع / عندتذ أيأ كان © © ع فإن 

(ghg h')h = [g,h]h e G'H c HH = H‏ ' جاع 
مما سبق نجد أن 8 ح ”عع وبالتالي الزمرة الجزئية 7 ناظمية في 6. 
لیکن 87 / © ع ر XH,‏ حيث © ع «ز,تد عندئذ ٠‏ 





| هج 6ع =[{x,y]H‏ لبر سود 
وباتالي 17 = إززا“بر“مرود) أي أن (7(1ار) = 77711 . وهكذا نجد أن 
الزمرة ر/ © تبديلية. , ٠‏ 














من الآن فصاعدا مرق وو تارمت امات الأن الى رت 
ودراسة الزمرة القابلة للحل: ' ش ش 
تيف 

نقول عن الزمرة © إنها قابلة للحل إذا ملكت سلسلة منتهية من الزمر الجزئية من 
الشكل 

CG, CG" © CG, -6‏ ,6 ع لط ع 

تحقق: ١‏ - الزمرة الجزئية ,6 ناظمية في الزمرة ,© حيث ٠7 = 0,1,2,٠-:)0-1(‏ 

؟ -الزمرة ,,:©/,© تبديلية من أجل ٠1 = 0,1,2,٠:-)-1(‏ 

كس لتر E‏ , كل زمرة تنديلية تكون قابلة للحل؛ > لأنها تملك 
السلسلة © = (6) . وهذا يبين لنا أن صف الزمر التبديلية محتوى في صف الزمر 
القابلة للحل» ولذلك يعد صف الزمر القابلة للحل أعم من صف الزمر التبديليةء ويأتي 

في المرتبة الثائية من حيث أهميته ودراسته بعد صف الزمر التبديلية. نأتي الآن إلى 
دراسة الزمر القابلة للحل وزمرة الخارج لها. 
مبرهنة ؟١-اع-",‏ 

لتكن ي زمرة قابلة للحل. عندئذ 

١‏ - أي زمرة جزئية من 6 تكون قابلة للحل. 

؟ - إذا كانت 27 زمرة جزئية ناظمية في 6 عندئذ الزمرة 6/37 تكون أيضا قابلة 
للحل. 
البرهسان. 

ما أن الزمرة © قابلة للحل عندئذ قإن الزمرة © تملك سلسلة منتهية مسن.الزمسر 
الجزئية من الشكل ۰ 

1 © ع ,6 جح “EG‏ ع ري ع ,6 = E‏ 

تحقق أن الزمرة الجزئية .6 ناظمية في الزمرة,©. وأن' الزمرة ,,,6 / ,© تبديلية من 
أجل (1- )0,12,۰۰۰ = i‏ ا 





١‏ -النكن 2 زمّبرة جزئية من الزمرة © ولنضع ,۸6 1 = ٨,‏ حيست 
وود و O O a‏ لاس الر a‏ 
١ a‏ 
cE, =H‏ ليه E=H, CH,‏ 
انبرهن على أن الزمرة الجزئية 7 ناظمية في الزمرة ,417 حيست 
(1-م)::.,0,1,2 = 1. لیکن #1,8 ,ع عر وذلك أياً كان ,اع ,عء عندئذ يوجد 
بقع ب بحيث ره ,8 دير ويما أن ,© ,8 مسن أجل >2 >1 وأن 
a‏ .© ناظمية في الزمرة ,6 نجد أن ,6 © بز كذلك ۸1 ع بر مما سبق نجد 
أن ye HG, = H,,‏ . بهذا الشكل نجد أن ,31 > ;£8,818 وذلك ا 
كان F,‏ € رع . . وبالتالي تكون الزمرة ٨7,‏ ناظمية في الزمرة, حيست 
(2-1(---,0,12 = 7. من جهة أخرى؛ وبالاعتماد على نظرية التمائل الثانية نجد أن 
G.‏ (028 )دي 668 | لقص _ iH,‏ 
H‏ 


i+] 








x : cC‏ ت 
Gi 00 11 Tit 4 (G, 2 A) Cı Gi‏ 


وبما أن زمرة الخارج ,,,6/ ,© تبديلية فرضاء فإن زمرة ا 
أيضا تبديلية» وذلك أياً كان (1-)0:-:,0,1,2 = . مما سبق نجد أن أن الزمرة قابلة* 


ا 


؟ - لتكن ۷ زمرة جزتية ناظمية من الزمرة 6. . عندئذ فإن الجداء 6,١‏ زمرة 
جزئية في @» وبما أن ۷ ع ۷ وأن ۷ ناظمية في © نجد نازر 7 اطي 


607 
E‏ وبال ال ا زمرة وذلك ا كناخ 72012 .وبا أن 











ا 
N‏ 


۲۰۹ 

















8 0 GaN G,N 


es Gr, N . 0 ۴‏ ت 0 5 س س 
لنبرهن الان على أن ازمر ناظمية في و ليكن N Si‏ .ره عرز 








0 اخ احم م‎ GN 

ع ,چ . ومنه يوجد 1 © Si‏ يحقق ' 58 = J‏ وبالتالي 
7ع روبع) = “١‏ (اقرع)(الربرع)(27,ع) - زر 

وبما أن الزمرة ,6 ناظمية في الزمرة 6 نجد أن 6 € ıi‏ ع وبالتالي 


5 : 2 G, 
هونم 8) چ‎ )N € 2-7 Gi 


وبالاعتماد. على نظريتي التمائل 00 والثالثة» نجد أن 


(GN/N الع‎ G(G, G 
(G/N GaN GAGA NN) 
G, O ش‎ 


06 )م6‎ 0/6 il 
وبما أن الزمرة ,6/6 تبديلية فرضا نجد أن الزمرة‎ 


G, e 
06 6 (Gy N))/G,, 
6/۸ نبديلية.مما سبق نجد أن الزمرة‎ © /47 


أيضا تبديلية وبا لي تكون رف GyN/ N‏ 


قابلة للحل. , 
. لنورد الآن الشرط اللازم و الكافي كي تكون زمرة ما قابلة للحل وذلك من خلال 
المبرهنة التالية: 
مبرهنة .4-١-١9‏ 
٠‏ لتكن © زمرة و ۸ زمرة جزئية ناظمية في 6. الشروط التالية متكافئة:. 
-١‏ الزمرة © قابلة الحل: 
- الزمزتين N‏ و G/N‏ قابلتين للحل. 
البرهسان. 
(0 =( ). اتج ويشكل مباشر من المبرهنة(!7-1-1). 


١ 





.)1١(> )5(‏ بما أن كلاً من الزمرتين 6/0.37 قابلتان للحل فإنه توجد سلسلة منتهية 
من الزمر الجزئية من 7 على الشكل ش 
7 - آذ الع ٠ع E=N, CN,‏ 


1 مد‎ n=} 


تحقق أن الزمرة ٨,‏ ناظمية في الزمرة ٨,‏ وأن ن الزمرة ,/ ,۷ تبديليةء حيث 


.i = 0,12,۰۰0) ¬-1(‏ وتوجد أيضا سلسلة منتهية أخرى من الزمر ا فة“ 


الزمرة 6/37 على الشكل ۰ 
ب و Lal‏ 
لاس ع ع كدان اااي 1 
NTN SNN N N‏ قر 


تحقق أن الزمرة 27/ ,6 ناظمية في الزمرة ۸ / ,,,© وأن الزنم بير 0 تبديلية, 
i+‏ 


حيث (0,1,2,...)0-1 = . لنشكل السلسلة المنتهية من الزمر الجزئية من الزمرة © 
التالية: ش 

E = N, CN لقع 0ع‎ CGN, د‎ © TT CG, =G 
واضح أن السلسلة السابقة تحقق شروط قابلية الحل.(تأكد من ذلك). م‎ 














كن كس افر هنة ا مو تدريق اة برف مات ر مر ماه وقابلية هيد 


الزمرة للحل 
مبرهنة ؟9١-لسه.‏ 
من أجل أي زمرة 6» القضايا التالية متكافئة: 
١‏ - الزمرة 6 قابلة للحل. 
N‏ بكوك ورت ان 


البرهسان. 


)١(‏ (۲).لنفرض أن الزمرة © قابلة للحل؛ عندئذ فإن الزمرة © تملك سلسلة 
منتهية من الزمر الجزئية من © على الشكل 


E=G, C Cy SCG, GG, 2 © 


جد اإسررر 


۳13 ا 00 























ن الزمرة الجزتئية , :© ناظمية في ,6 وأن الزمرة ,6/6 تبديليسة: حيث 


0 ,012 = لنبرهن بالاستقراء على أن ,,© ح “6 وذلك أي ê‏ ع 


أجل 1= 1ء لدينا © = ,© ج ر6 ويما أن الزمرة ,© اي حي وأن 
الزمرة ©/ 6 تبديلية. فإنه. حسب المبرهنة(7١-١5-1)‏ نجسد نجد أن ي6 ح ' .G'=G,‏ 
لنفرض أن العلاقة ,ي > 02 صحيحة من أجل (1-1) ولنبرهن على صحتها من 
أجل 1. أصبح لدينا © ح 29© وبما أن ,6 ج ,,,© وأن الزمرة ,6 ناظمية في G,‏ 
وأن الزمرة ,,6/ ,© تبديلية فإنه خسب المبرهنة(۲-۱-۱۲) فإن ,6 > ,6 ومنه 
6 ع cG;‏ “)= فى 
me.‏ العلاقة EEE EE‏ 
أن )e(‏ = ,© ح 00-7 أي أن (0) - "ي . 
(0-( 0 لنأخذ سلسلة المشتقات. التالية 1 


جح وى اق ع الع E=G™ cE‏ 


ا الجزئية من © وحسب المبرهنة(؟١-1-١)‏ فإن 


هذه السلسلة تحقق أن الزمرة "© ناظمية في ©© وأن الزمرة 0*9 / 00 تيديليق: 
كيك حون كد سو كتكرت لحز فح قابلة للخل 
مبرهتة 17-؟-ة. ش 

لتكن © زمرة و ,1 زمرأ جزتية ناظمية قابلة للحل في © علد الزمرة H.K‏ 
قابلة للحل. 
اليرهسان. 


لنفغرض - 8,1 زمر وو ل ل الجداء ۸1.K‏ زمرة 


HK H 


K HnK 








يماك ارو فال تة عضب رة( ادام نون از رة 


ب قابلة للحلء وبالتالي فإن الزمرة 20-4 
210004 8 


اتالية .تلك قابلة للحل فإنه حسب المبرهنة (4-1-17) تكون الزمرة 1.۸ قايلة 








قابلة للحل. وبما أن كلا من الجر 


للحل. , 
مبرهنة ۷-۱-۱۲ 

كل زمرة منتهية تحوي زمرة جزئية ناظمية قابلة للحل أعظمية. 
البرهان. 

EARS Ee 
المرتبة الأكبر. ولتكن 77 زمرة جزئية ناظمية قابلة للحل في © عندئذ حسب المبرهنة‎ 
فإن الجداء 58.6 زمرة جزئية ناظمية قابلة للحل في 6. وبمسا‎ )1-1-1( 
أن .8 > × وحسب اختيارنا للزمرة× نجد أن .1 = £ وهذا يبين لقنا‎ 
أن > ے 7 . مما سبق نجد أن ف ر هي الزييرة لجرت الناطميية الأعطدية‎ 
,١© القابلة للحل في‎ 


.۲-١‏ الزمر عديمة القوى. 

في هذه الفقرة سوف ندرس صفاً من الزمر يقع بين صف الزمر التبديلية وصف 
الزمر القابلة للحل. لأجل ذلك سوف ندخل بعض المفاهيم الضرورية لذلك. ش 
لتكن © زمرة و 4,8 زمراً جزئية من الزمرة 6©. ولنضع 

[4,8] - {[a,b] = !”هذه‎ ae A,b e B} 

إن المجموعة[8 ,4] لا تشكل (في الحالة العامة) زمرة جزئية في 6. لنرمز ([8 ,4]) 
الزمرة الجزئية من الزمرة © المولدة بالمجموعة[4,8]. 
تمهيدية ؟١١-1-9,‏ 

لتكن © زمرة و ,8 ,4,8 ,4 زمراً جزئية من الزمرة 6. عندئذ: 
١‏ - إذا كانت ,4 ے 4 ,,8 ح 8 فإن ([ ,4,8( ء ([قيه) 1 


1 


1۳ 














۽ - إذا كانت الزمرة ير 'ناظمية في © فإن 4 ح ([8,ك]) . 
٣‏ - إذا كانت الزمرة 8 ناظمية في © فإن 8 > ([4,8]) ٠‏ 
البرهان. 
۱ - لیکن [8 ,4] € [8,ه]عندئذ ,4 4 € © 
l401 [4,2,1 c (4,8,1)‏ 
هذا يبين لنا أن ([ ,8 ,4]) > [8 ,4] أي أن ([ c ([4,,B,‏ ([8.ك]) . 
؟ - ليكن [8 ,4] e‏ [5.ه] عندئذء وبما أن الزمرة 4 ناظمية في € فإن 


, 8ح 8 ء 53 ومنه 


.)]4,8[( > 4 “و هط = [قّ,ج] وهذا يبين لنا أن ل ح [8 ,4] ومنه‎ € adc A 
عندئذ» وبما أن الزمرة8 ناظمية في © فإن‎ [a,b] € [4,8] م - ليكن‎ 
وميه‎ [4,B]c 2: أن‎ E [3.ه] وهذا تتحيق‎ = aba" سورع‎ cB 
o *([4,B]) > B 
لتكن © زمرة. نقول عن السلسلة المنتهية‎ 
1 8 - 6, ,0ج ,6 .ع ,6 ع‎ - 
من الزمر الجزئية من © إنها ناظمية إذا كانت الزمرة ,6 ناظمية في ,© وذلك أيا‎ 
.1 > 7> كان‎ 
نأتي الآن إلى تعريف الزمرة عديمة القوى.‎ 
تعريسف.‎ 
لتكن © زمرة. نقول عن الزمرة © إنها عديمة القوى إذا ملكت سلسلة ناظمية‎ 
منتهية من الزمر الجزئية من © على الشكل‎ 
ل‎ - ©, cC كا در‎ ٠١ 2 © GG, =G 


e 


تحفق: 
-١‏ الزمرة الجزئية ,6 ناظمية في € حيث ۸ > 2 > 0. 
C Z(G/G,) -١‏ 6/6 حيث ۸ 15> ١:1‏ 


3 





ينتج من التعريف مباشرة أن كل زمرة تبديلية هي زمرة عديمة القوى» لأنها تملك 
سلسلة ناظمية وهي © = (©)7 > £ وهذه السلسلة تحقق الشرطين )١(‏ و(؟) من 
التعريف. و يتضح أيضا من التعريف أن كل زمرة عديمة القوى هي زمرة قابلة 
للحل. نأتي الآن إلى المبرهنة التالية التي تعطينا شرطا مكافئا آخر لشرط الزمرة 
عديمة القوى. 
مبرهنة ؟١١-؟-8,‏ 
لتكن 6 زمرة. القضايا التالية متكافتة: 
-١‏ الزمرة © عديمة القوى. 
؟- الزمرة © تملك سلسلة منتهية من الزمر الجزئية من الشكل 
E=G, CGO, GCC CG, =G‏ 
تحقق أن الزمرة ,6 ناظمية في © وأن ,6 > ([6,,6]) حيث + > : > 0. 
البرهسان. 
.)١(> )1(‏ لنفرض أن الزمرة © عديمة القوى» عندئذ الزمرة © تملك سلسلة 
NS Ê‏ بر جا RE‏ 
GG, =G‏ 6 ج0٠‏ ع E=G, CG,‏ 
وتحقق أن الزمرة ,© ناظمية في © وأن (,©/©)2 > ,6/ ,6 حيث + > 1 >1. بقي 
لينا إات أن ,© > ([6,,,6]). انبرهن أولاً أن ,6 > [6,,,6]. ليكن 
[©, ]> [ند,] عندئذ 6 عير x66, , ١‏ ومنه,©/ ,© © XG,‏ وأن 
eG, e GG,‏ وبما أن 2)G/G,(‏ > ,6/ ,© نجد أن | ش 
(eG (CG, = (CG, X#.G,)‏ ْ 
و بالتالي (GG (e. (y".G)= G,‏ ومنه G,‏ = ,1(6 ر ديرع) أي أن 
yJ eG,‏ د - آر×]. ومنه 66ج [0,,©] وه ذا ييمين لنا 
أن © ے ([©,ن,©]) وذلك أيأ كان >7 >1. ش 


Yo 














(5) ©( ا 207 الزمزة ,© ناظمية في © عندئذ تكون الزمرة © ناظمية في ,© 
وذلك أي کان 7 > 1 >1 . يبقى علينا لإثبات. أن الزمرة © عديمة القوى» أن نبرهن أن 
(©/2)6 ح GG,‏ حبث ۸ > : >1. لیکن ,© / ,© © ,20 عند ٤6,‏ 2 ومنه 
یا كان 6 /'6 € xG,‏ فان © [G,,,G]c‏ € [,2]» أي أن 6 ع "ر مج وبالتالي 
=G,‏ جما مج) وهذا يبين لنا أن 
(2G; )(xG,) = (xG, (2G, )‏ 
أي أن (,©/©)2 »ع ,26. مما سبق نجد أن 2)G/G,(‏ > ,6/ ,6 وبالتالي 
الزمرة 6 عديمة القوى. , : 
المبرهنة التالية تخبرنا عن طبيعة الزمر الجزئية وزمر الخارج للزمر عديمة 
القوئ. ش ش 
مبرهنة ؟١١-!-",‏ 
لتكن © زمرة عديمة القوى. عندئذ: | 
-١‏ أي زمرة جزئية من الزمرة © هي زمرة عديمة ة القوى. 
-١‏ إذا كانت 27 زمرة جزئية ناظمية في © فإن زمرة الخازج /1/© عديمة القوى. 
البرهسان. 
لنفرض أن المرة © uA us‏ -۲-۲) توجد سلسلة 
منتهية من الزمر الجزئية من الزمرة © على الشكل 0-0 
ش 66ج 0 ته د 
تحقق أن الزمزة © ناظمبية فني6 حيث 05157 وأن 
c G,‏ ([©,رب2]) ,”>1 >]. ش 
١‏ - لتكن 7 زمرة جزئية من الزمرة 6 ٠‏ ولنضع ۸G,‏ 17 = = ,0 وذلك آبأ كان 
2 > 1 >0 . فنجد أن ٨1,‏ زمرة جزئية من الزمرة ٨‏ وأن . 
.H=HNGGHNG,, =H,‏ 





حيث # > 1 > 0 ٠‏ بهذا الكل نحصل على الململة المنتهية من الزمر الجزئية مسن 1 
على الشكل 
eS = H‏ بلع ولق ه H, CH, C* ٠.‏ 
لنبزهن أن الزمرة ٨7,‏ ناظمية في 7 . ليكن ,م e‏ عدء وذلك أياً كان 8 € hı‏ عندئذ 
يوجد ,2 > ,۸ بحيث 1۸,۸ = ×. واضح أن 8 ع ×. من جهة أخرىء؛ بما 
أن © he H c‏ وأن ,6 جح h, e H,‏ او 6 ا ينتج 
أن ,© € ,ا = عد. ومنه goré HAG,=B,‏ أن الزمرة ٨,‏ ناظمية في 18 
وذلك أي كان ۸ > ¡ > 0. لنبرهن الآن أن ,27 c‏ ([21,,27]) وذلك أي كان م > 1> 1. 
ہما أن ,6 > ,8 وأن © > 7 فإنه حسب التمهيذية ٠۲(‏ -١-٠)يكون‏ ` 
(Hr, HD) c (G,,.G}c ©‏ 


كك بماأن 3ے ,8 فإن 8 > ([8,,8]). مما سبق نجد أن 
)]H,,,7[( € 8 NG, = 7,‏ حيث >7 >1. وحسب المبرهنة(1١-7-؟)‏ نجد أن 
الزمرة 8 غديمة القوى. ' ٠‏ 


* - لتكن 7 زمرة جزئية ناظمية في €؛ عندئذ الجداء 6,١‏ زمرة جزئية من 


ألزمرة © وبالتالي فإن /2//4,© زمرة جزئية من الزمرة /1/©؛ وذلك أيا 
.كان > 7 > 0. وبما أن G,N c GN‏ فإن 27/137,,© GN / Nc‏ بهذا الشكل 


نحصل على السلسلة المنتهية من الزمر الجزئية من 77/ © وهي 
GN GN GN LGN GN ©‏ 
ع سعد N= CC...‏ 
N 7 NTN TN N‏ 


لنبرهن أن الزمرة × / ١‏ ناظمية في الزمرة G/ ١‏ وذلك أیاً كان >: > 0. ليكن 





Je EF"‏ وذلك ي كان ge G/N‏ ومنه يوجد G,N/ N‏ € 8 يحقق 





1- 
8 ”ك2 حابرء ومنه 


ENE") = (ggg N‏ ار 
وبما أن الزمرة 6 ناظمية في © فإن © ع ",وج وبالتالي: . 


1¥ 














y= (ggg N € G/N & GN IN 

انإ ره الآن على أن .([G,,N /N,G/N]) c G,N / N‏ ليكن 
XN » © 77/37, yNeG/N‏ عندئذ © x €G, |, Y6‏ ومنه 

(N) = (px ly N e G,1N c 617 717‏ ف (البد)(/قبر)(اقند) = [xN, yN]‏ 
مما سبق وحسب المبرهنة(7١-5-١)‏ نجد أن الزمرة 6/37 عديمة القوى. , 

لندرس الآن خاصة أخرى من خواص الزمر الجزئية للزمر عديمة القوى» وذلك 
من خلال المبرهنة التالية: 
مبرهنة ؟١١5-1-؛4.,‏ 

لتكن © زمرة عديمة القوى و © + 8 زمرة جزئية من © ال لي 
البرهان. | 

لتكن © زمرة عديمة القوىء عندئذ فإن © تملك سلسلة ناظمية منتهية من الزمر 
الجزئية من ) على الشكل ش 

© و ع OG,‏ علج E=G, CG,‏ 1 
تحقق ,© > ([6,_,,0]) حيث ۸ >1 > 1. ولتكن 6 + 7 زمرة جزئية من ©. بما أن 
8 »ع )e(‏ = ,6 وأن ,© = 6 > ]1ء لنفرض أن ۸ أول دليل من أجله 
CH, G,, tH‏ ,© وبما أن 
[G,,,H] c [G,_,,G]s G, c H‏ 
فإنه أيأ كان (3/)7 > 2 و أياً کان ۸1 »۸ نجد أن 
(zhz 7 = ]2,2[17 € [G,_,, H]h c Hh= H‏ = جيرج 

أي أن اي اع . بشكل مشابه نجد أن اج z1‏ وهذا يبين لنا 
أن 282 ع 8 أي أن 787 = . مما سبق نجد أن (/37)2 ج ,6. وهكذا نجد 
أن 57 (37)27» لأنه إذا كان 27 = (37)87 وكما وج دنا أعلاه 
يكون 8 = (1/)87 ے ,6 وهذا بناقض اختيارنا للدليل ». أي أن (۸)14 > ,۰6 , 
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بالاعتماد لمبرهنة E‏ النتيجة الهامة التالية والتي نوردها من 


مبيرهنة ۲١-۲-ه.‏ 

كل زمرة جزئية أعظمية من زمرة عديمة القوى تكون ناظمية. 
البرهسان. 

لتكن © زمرة عديمة القوى و زمرة جزئية أعظمية في 6. يما أن £ + 6 
وحسب المبرهنة (؟5١-4-5)‏ فإن © جح ()/3 ح 2 ولكون الزمرة × أعظمية في © 
نجد أن 6 = (37)7 وهذا يبين لنا أن الزمرة ‏ ناظمية في ©., 

نأتي الآن لإتبات المبرهنة الهامة التالية: 
مبرهنة ؟9١--5.‏ 

كل زمرة منتهية مرتبتها قوة لعدد أولي هي زمرة عديمة القوى. 
البرهان. ش 

لتكن © زمرة منتهية ولنفرض أن ”م = (1: ©) حيث م عدد أولي. البرهان سوف 
نورده بالاستقراء حسب 4. نلاحظ أنه من أجل 0 = المبرهنة صحيحة. كذلك الأمر 
إذا كان 1 - 7 فإن الزمرة © تكون تبديليةء وبالتالي فهي عديمة القوى. من أجل1 < ” 
لنفرض الآن أن المبرهنسة صحيحة مسن أجل أي زمرة منتهية مرتبتها ”م 
حيث م > 4 . بما أن "مر = (1: ©). فإن1 < (1: (2)0) حسب المبرهنة(١٠-٥)‏ 
وحسب مبرهنة لاغرانج فإن "م = (1: (2)6) حيث ۸> ” > 0» ومنه 

" "م = |p"‏ "م = (1: (©)6/2) 

ولكون > 7-7 وحسب الفرض الاستقرائي فإن الزمرة (©)2/© عديمة القوى 
وحسب المبرهنة(؟١-1-١)‏ فإن الزمرة (2)06/© تملك السلسلة المنتهية من الزمر 
الجزئية التالية ٠‏ 

(©)2/© = (©)2 / ,6 ع 0/200 ع :دي 722)0 6,1 ع © )2 /, - )2 
تحقق أن الزمرة (7)6/ ,6 ناظمية في (©)7/ © وأن 


1 01 











(Gi, /2(@).G/2(G)) c cG; 20)‏ 
وذلك يا کان 2 .ليكن ye gG,g‏ وذلك ا کم . عندئذ 
يوجد ,6 ٤‏ ,ع يحقق ' ع ,وم = بز ومنه 
< 2)©((]22)©[7,ع)((©)92) = (0) 2 
c © /2)©‏ +2)6©[1ع]((©)2 / ب©)(©) 2ع e‏ 
وذلك لأن الزمرة (2)0/ ,© -ناظمية في ا02 و مين انما ان 
,© > جوع = ر وبالتالي الزمرة ,6 ناظمية في © أياً كان 1+ > > 0. لنبرهن 
على أن,6 > ([6,,,©]) حيث1+/>>1. لیکن 266 “© © ند عندئذ 
)226/7 ,)2 /ن 6 » (2)0:: ومنه 
.[x.Z(@),2.Z(G)] e [G,., ١ 2)©,©/ 2)©([ c © Z(G)‏ 
وهذا يبين لذا أن . 
G,/2(G)‏ »ع Z(G)‏ 55 2 ط21010) 
أني أ ل )2(6 / ب € (6) 7ر" ×( وبالتالي G,‏ > ( بر ×ر) = [ر,×]. وهكذا 


نچد أن ]G Gc,‏ أي E‏ . وبما ' 


أن © ([G,, CG} & CG,‏ وأن (2)6 = G,‏ نجد أن £ = ,,6. مما سبق وحسب المبرهنة 
(۲-۲-۱۲) نجد أن الزمرة € عديمة القوى. , 
٠‏ مبرهنة ؟١-0-9.,‏ | 
الجداء المباشر لأي عدد منته من الزمر عديمة القوى هو زمرة عديمة القوى. 

يكفي لإثبات صحة المبرهنة أن نثبت أن الجداء المباشر لزمرتين عديمتي القوى هو 
زمرة عديمة القوى. لتكن ,77 زمر عديمة القوى عندئذ وحسب المبرهنة (؟5١-؟-‏ 
)١‏ فإنه لأجل الزمرة 7 توجد سلسلة منتهية من الزمر الجزئية من 47 على الشكل 

E=H, ع‎ H يرلا ع‎ CG-“c H, cH, c BH, =H 


TY 








تحقق أن الزمرة, 27 ناظمية في 7 حيث ”> 1> 0 وأن [HH cH,‏ حيث 
0 . كذلك لأجل الورك تكد بنلسلة منتبية من لمن الجزئية من £ على 
الشكل 

(#) E=K, راح‎ SC Kaa ع١ كلك يلاع‎ cC Ko =K 
تحقق أن الزمرة,۸ ناظمية في × حيث ”>01 وأن ,۸ ت ([,ر,]) حيث‎ 
إذا كان 72 عد # لنفرض أن :7 < 7 عندتذ بالإمكان إضافة حدود جديدة‎ .1 > 1 > 2 
إلى السلسلة (*).لنحصل على سلسلة جديدة على الشكل.‎ 

ا دايع كل رلك يو موا يج رك :د E=K,=K,‏ 
حيث £ = ,£ لأجل ۸ > زر > 7#. لنفرض أن 77 © 5 = © ولنبرهن أن الزمرة © 
عديمة القوى. لنضع ,8 © ,& = 6G,‏ حيث + > > 0 فنجد أن 

ي6دبظلهورعع G, =K OH,‏ 
عندئذ نحصل على السلسلة التالية 

Ee =E, OE, =G, ومن جح براح‎ > "GG; GG GG, =G 
مق لذن اة من ازمر 6 اعدف الشهيقية (6-1-4) ويما أن الزمرة,2‎ 
ناظمية في 77 وأن ,£ ناظمية في × فإن الزمرة,8 © ,© = ,6 تكون ناظمية‎ 
في 87 © £ = © حيث ۸ >1 > 0. لنبرهن على أن ,© ے ([6,,,©6]): بما أن‎ 
]© رر8] - [6 .ىن‎ © K1, H © K]=[H,,,H]®[K,,,K]c H, © 16 1 
فإن ,6 > ([©,,,1©6). مما سبق وحسب المبرهنة (۲-۲-۹) نجد أن‎ 
الزمرة 7 © 2 = © عديمة القوى. , ش‎ 


٠”‏ لمتابعة دراستنا للزمر عديمة القوىء لابد لنا من بعض المفاهيم الجديدة والتي هي 


بحد ذاتها تعد بنى جزئية ذات خواص هامة والبداية ستكون من التعريف التالي: 
لتكن © زمرة ولنعرف الزمر الجزئية (©),2,)6(,1 من الزمرة© بالشكل 
التالى: 1 


س 1 








١‏ - 6= ©),]1 ومن أجل أي عدد صحيح 1< فإن 


T,(G) = (r نر‎ 6 
فإن‎ ” e 37“ و ایا كان‎ 2,)6©( = E - ؟‎ 
2006 
3 ) = Z( G ) 


2,4(6) Z,.(@) 
كما هو واضح من التعريف فإن كلاً من (6(,2,)6) 1 هي زمر جزئية من‎ 
الزمرة © وقبل البدء في دراسة تأثير البنى الجزئية (1,)6(,2,)6 لنتعرف على‎ 
طبيعة هذه البنى الجزئية وخواصها وذلك من خلال التمهيدية التالية:‎ 
.۸-۲-۱۲ تمهيدية‎ 
لأجل أي زمرة © القضايا التالية صحيحة:‎ 
من‎ لك-١‎ 
VrneN’;  1© 
VneN; Z(G) 
© زمر جزئية من الزمرة‎ 
6 - 1 )0( 217) 2 1:)© 3T, (O) 3 --- 2 
. E=Z (OC 2,)©( ع‎ Z,(@ C Z(G) .ني‎ 0 
البرهسان. ' ش‎ 
ينتج مباشرة من التعريف.‎ - ١ 
.1)6( = © البرهان بالاستقراء على 7. حسب التعريف لدينا‎ - ۲ 
1)60 من أجل 5-2 فإن © - (©)10ك‎ 


من أجل 7-3 فإن (©),1 -  )]5,)©(,©[(‏ ([1)0(,6]) = (1:)6. لنفرض أن 


(©),1 > (©) ,1 عندئذ 
Tı )©( = ([T, )©(,©[( e (IF, (@,G]) > 1)©‏ 





2 2,6 


6 20ت E‏ اسان م 

وڊ لي 20 69 . 2 أي أن 

OLE aS GE O ,)© 2ك‎ (6 
2,6 Z,(6) 


ومنه (©) ,2 > (۰2,)6 م 
من خلال المبرهنة التالية سوف ندرس طبيعة الزمر الجزئية (6(,2,)6) ٣,‏ 
مبرهنة ؟1١-4-9.‏ 
لتكن 6 زمرة. عندئذ القضايا التالية صحيحة: 
نب آنا کان ٤ N‏ ۸ فإن (6) ,1 زمرة جزئية متميزة في 6 . 
٢‏ أياً كان ne N‏ فإن Z,(G)‏ زمرة جزتية متميزة في 6. 


البرهان. 


.۸ بالاستقراء على‎ - ١ 

AE TCR ERT O EC ARE 
ر1 وحسب المبرهنة‎ )6( = )]۲,)6(,€G[( = )]©,©[( = ©' من أجل 2 -+ فإن‎ 
فإن الزمرة '© متميزة في © وبالتالي الزمرة(6) ر٣ متميزة في 6. . من‎ )١-1-1؟(‎ 
أجل1 < م لنفرض أن الزمرة (©),'1 متميزة في ©. ليكن (41)6 » نه بما أن‎ 


([©,,1]) = (©) ,1 عندئذ أي كان [©,(©),1] > [7,6] فإن 


a([A,k]) = ا مابابل)يه‎ ( = a(h)a(E)(a(H))*(a(k)) 
يما أن الزمرة (6) ,۳ متميزة في © فإنه أيأ كان (6) ,۳ © × فإن‎ 
وه‎ e a(T,(O)=T,(@ ١ 
وبالتالي‎ 2)7( ٤٣, )6( ومنه بما أن (6) 717 فإن‎ 
([1,])ه‎ = [a(), a(E)] e [F,(G),G] 
ٍ أي أن‎ 
,1])ه‎ )©,©[( < [F,(©,G] ع‎ )]1,)©,©[( 


YY 

















وهذا يبين لذا أن ا 1 
c (F,(@, GD =T,,, (©)‏ ([©,(©),1])ه = ((©) ببر])ه 

وذلك يا كان (۸11)6 ع به 3 أن )نك e‏ 1ه فإن (©) يبآ c‏ 0 7 

ومنه ((6) ,20 > (6) ٣,‏ مما سبق نجد أن (©) ,1 > ((©) 2)۳ أي 
الزمرة (©) .ر٣‏ [ متميزة في ©. وهكذا نجد أنه أيا كان */7 ۸ فإن ا 


متميزة في ©.. 


او 0 2 و ار 2 متميزة 


في ©. من أجل 5-1 نجد أن 
Z(G)‏ 
لل )م = متك =( 2)6 
دك 0 2 Z(G)‏ 6 


وسقت الشرين الرل ( 0 با لن ازز ة )6( متميزة في © فإن ‏ 


الزمرة(2,)6 متميزة في . من أجل 1 < ۸ لنفرض أ ن الزمرة (2,)6 متميزة 








G- G 
ن الول‎ E يما ا 1 هة للم نتميزة ذ‎ 6 
1 في 6 وڊ ن الزمرة 0 متميز ري 2 ف التمرير‎ 
وبما أن ض‎ )1-9( 
6 _ 2) 
Z2,(G) 2,(G) 
e 5 زة فى الز‎ .: Zal نخدا 1 ع‎ 
أن الزميبرة ب 2 متمرسزة اي ا رې ر د‎ 


أن € )6( ,2 ع (6) ,7 وحسب المبرهنة (۸-۷) فإن الزمرة(6) ,2 تكون 
متميزة في 6. مما سبق نجد أنه ٠۸١‏ ۷ فإن الزمرة (2,)6 تكون متميزة 
في ۰€ ۾ ٠‏ ل 

500 عندئذ القضايا التالية صحيحة: 

16 وريه ناطفية فى‎ 1, )©( jl + يا كان "رع‎ ~١ 
.© أيا كان 27> فإن (2,)6 زمرة جزئية ناظمية في‎ - ۲ 


اج کا 








البرهان. 

ينتج من المبرهنة ١7(‏ 9 -4) وثلك لأن.كل زمرة متميزة تكون ناظمية. , 

لندرس الآن العلاقة الجديرة بالملاحظة بين الزمرتين الجزئيتين (6(,2,)6) ,۲ 
وبين الزمرة © وذلك عندما تكون الزمرة © عديمة القوى. 0 
مبرهنة ٠ ٠٠٠-١۲‏ ظ 

الشروط التالية متكافئة لأجل أي زمرة 6 : 
١‏ - الزمرة © عديمة القوى. ش 
۲ -يوجد ۸ 2+ بحيث £ = (۲,)6 
۳ - يوجد ٤×‏ ۸ بحیٹ © - (2,)6. ' 
البرهان. 0 | 

.)١(> )١(‏ لنفرض أن الزمرة © عديمة القوى عندئذ وحسب المبرهنة (ه-7-؟) 
فإن الزمرة © تملك سلسلة منتهية من الزمر الجزئية من الشكل. ظ ا 

١ E=G) CG GG ينج‎ © =G 

تضدق أن الزمرة © ناظمية في © حيث ۲ك 0>1 دك يب ك (6.e)‏ 
1-م >1 >0 . انبرهن بالاستقراء على أن ,© ے (6) ٣‏ 0123,۰ = ر . 

: من أجل 0= ز فإن © = 6G‏ ج (6) ۲ والفضية صحيحة. 

EE‏ ز للفسرض أن ہر6 = ردر,© > (6) ۳ وبا أن 
,€ ع ([€,0) ہر۔۳]) عندئذ 
G,,‏ < ([6.ر6]) ء ([©.©)5]) - ©( Ty.‏ 
وذلك لأن الزمرة ,_,© ناظمية في الزمرة .G‏ ومنه =G, = E‏ ,6ك (6) برآ 
وبالتالي £ = (©) بم 1. 
.)١( > )۲(‏ لدينا 
© = ©)1ك ©1206 :٠ك‏ ©) يراك 6) ررك (1,)6- 


١ Yo 











مناسلة من ازمر الجزئية من الزمرة © تحقق أن الزمرة (1,)6 ناظمية في © حيث 
م > > 1.وأن (©)نبرآ - ([6 ,6ب حيث: 2-1 >1>7 وحسب المبرهنة 
)١-5-1( ٠‏ فإن الزمرة © عديمة القوى. 
)١(‏ ے(۳). لنفرض أن الزمرة © عديمة القوى وحسب التعريف فإن الزمرة © 
تملك سلسلة ناظمية منتهية من الزمر الجزئية من © على الشكل 

CG GGG, =G‏ ب© ع و0 - ل 


i+ 


G, 


م > 7 > 0. ولنبرهن بالاستقراء على أن (2,)6 ح ,© حيث "> 0>1. 

من أجل 0 -: فإن (©)2 = £ = ,© والفرضية صحيحة في هذه الحالة. 

من أجل 0 <: لنفرض أن ©2106 © 6 عندئذ (6), ,7 ع (©)ن,2 ,6 وبما 
G,‏ 

أن دجم وحسب التمرين ن المحلول (ه -1) نجد أن 


6 


03 





تحقق أن الزمرة © ناظمية في © حيسث041 وك (2)6 > 


ا G‏ ے 2 
Z(G)‏ (©)1بل (©) ك2 

ومنه (©),2 ح ,© . وهكذا نجد أن (©),2 > 6-6 أي أن © = (©),2. 
.)١ (=۳)‏ لنفرض أنه يوجد ne‏ بحيث © = (6) ,7 عندئذ 

© - © ),2 :٠ع‏ (©)22 » (©),2 E= Z(O cC‏ 
سلسلة منتهبة من الزمر الجزئية من الزمرة © و التي تحقق أن الزمرة (©),2 
: اعد في 6 . وبالتالي تكون السلسلة السابقة سلسلة ناظمية م >7 >. من جهة 
ار 29 2986 0 
عديمة القوئ. م 
تمهيدية ؟9١-؟-1١.‏ 

لتكن © زمرة. عندئذ: 

[y2] = x, ”تداج‎ [x2] ميرد فإن‎ eG <3 


حيث 1 صر > 7 > 0 نجد أن الزمرة G‏ 


7 


71 





۲ - إذا كانت ,1,14 زمر جزئية ناظمية فى © فان 
(لكل, 4ق]) (1ك , لق]) = ([H.M, K})‏ 
البرهسان. 
١‏ - لیکن © ٤‏ 2 ,برو عندئذ 


ادي 1-.ي 1- 


x "2 = x) "2 2(2‏ "رر = 1 ا = [xy,2]‏ 
z7 = x[y, 2]x (xax z7) = x[y, [7 [xyz]‏ “رواج و ]2 
۴ - لتكن e‏ زمر جزئية ناظمية في © عندئذ الجداء 27.14 زمرة جزئية 
في © وبما أن 27.34 ى 7,34 فإنه حسب التمهيدية )1-9-1١1(‏ نجد أن 
(AH, K).([M,K]) c ([H.M,K])‏ 
وبما أن ازمر ,17,14 ناظمية في © فإن الزمر الجزئية .))٨1,۸[(,)]14,£[(‏ 
تكون ناظمية في © (راجع التمرين ؟١-1).‏ ومنه فإن 
([H:KIMIM:.K}) c ([H.M,K])‏ 
ليكن K[‏ ,1.1 ] ع © عندئذ k[‏ ,۸۸] = ۾ حيث ع H,m'e M,k‏ © 7 وحسب )١(‏ 
فإن ١‏ | 
حي أ زه ET" = (Hm EIR [ED = [hE Hm,‏ ,]د a"‏ 

وبما أن ],k[ € ]H,K[ c ([H, K[)‏ فإن ([17,16])ء 7 [78,8]. من جهة أُخری بما 
أن الزمرة ([14,1]) ناظمية في © وأن ([04.16]) > ٤e]1,٤[‏ [۸,”] نجد أن 
[m,k]" < ([M,K])‏ وبالتالي n[m,k]"h"' e ([M, K])‏ »> مماسبق 0 أن 
([04,1])([,])ء "موبما أن الجداء في الطرف. الأيمن يشكل زمرة جزئية 
في © فسإن aies ae ([1,])([14, K])‏ (1كل,كط]) ([ءظ ,]© «(lHM,K])‏ 
وهكذا نجد أن ([27:12[(.)]3/,16]) = .([Z.M,K])‏ , 
تعر يسف. 

لتكن © و7 عددين صحيحين موجبين ولتكن ,0:.0٠,,©,ي6,,6©‏ زمرا جزئية من 
الزمرة ©. نعرف المبادل للزمر ,© 0.٠٠»,‏ ,6,6 بالشكل التالى: 


؟ 

















] 6,6 وو وي‎ 2 : 0 3 ٠ 
jf n=] 
= [G,, و6 :٠و6 وي‎ HLIG.;G,,G, “GK ` 0. 1 3 
e e 06 .١ ([ي6,6])‎ fn=2 
.)١١-15-١5( وذلك حسب التمهيدية‎ AE (KG) ifn =3 
عندئذ حسب التعريف نجد أن‎ ١ =1 > من أجل ی‎ 1-66 ).€,]).G, D-1), e, > 3 
.K.G,G,°*,G,] = [([H.K,G,1,G;,--“,G,]= ١ 0 1 
= ]] 17,6 [.] ه 2 : 01١٠٠و[ و06‎ 2 
لك ذعرة و جباء ندئذ‎ 
= ]] 17,0 وو © و ].[ 0 وي‎ [٠:61 لتكن © زمرة و عددا صحيحا موجباء عند‎ 
5 [OGG [= 16 
i. 2-5 1 01و و6 6 ].[ي0,‎ 11-08 
: من أجل ی > ۲> 1عندئذ‎ E 
O OE يعدو اناو‎ 62 0 OEE TNA ON 
12 “2939 ]م‎ r+] ا اا 9 2م‎ 
ع . ش‎ [GGG وب دوربب وك لط‎ و٠»‎ C= .[G;G]= (GG) = )]5, )©(,©[( - 1 )© من أجل 7-2 فإن‎ 
5 0 2 2-5 عبر مساو‎ 6 + 1 
= ]]©, لنفرض ان القضية صحيحة من أجل 1 0 عيديد / 1 1و6 :“دجي 000 6_0 5 و6 :]211 م6 ,٠٠و و6 ,و6‎ 
.]]© :وو و6‎ G KDC Gras, 8,] E ا‎ (se G1.0.01)--1) e)1) = 
= [GGG C,H, Cr ون 61 9 و وبا‎ ` n~once 2 
در‎ )©6(,© 6 
[CFG ورب‎ KG, Cia" ,G,] =([T, 1 [= 1 ) 
أ إل‎ 2 .٠١-۲-۱۲ تمهيدية‎ 
ش نأتى الآن لإثبات مبرهنة 1938- ع”1٨.77 التي تتعلق بجداء الزمر عديمة‎ | 
7 8 ١ 0و ف‎ G,H,K ولتكن‎ FSS 


لتكن ٣,5‏ ا 


مرا خا ية تاطلنية من الزمرة 6 عة 


Gs H.K, Gris .يبر‎ 6[ > 
= [GGG Gras, Gry © "يبس‎ J. 
[Gj كلو ,© :وو وج‎ 201196 0 6] 


البرهسان. ش 
من أجل 1 وو چ ی - -11) فإن 
[G,, HK]=[G,, H1.[G,,G]‏ 
من أجل 1 < ى = “,. لنفرض أن ,6.0 ري ©,ب6©] - 4 عندئذ ` 


تند مما 


OG 


.„GHK]=M,H.K)=[M,HL{M,K]= 











و6 و6 و6 ا 
مبرهنة ؟١١-1-5١,.‏ 
. لتكن ,۸7 زمراً جزئية ناظمية عديمة القوى من الزمرة 6» عندئذ الجداء 7.16 
زمرة جزئية ناظمية عديمة القوى في ©. ١‏ 
البرهسان. 

بما أن الزمر الجزئية 7,5 ناظمية في © فإن الجداء 7.۸ زمرة جزئية ناظمية 
في ©. من جهة أخرىء بما أن الزمر ,7 عديمة القوى فإنه حسب المبرهنة -١1(‏ 








0 ۳۹ 














)٠١-7‏ يوجد “17 18+1+ ه بحيث E‏ = )برآ 5,1 = (8) 1ء ارهن 
على أن 2 = (£. )رز .٣‏ لدينا حسب التمهيدية (17-9-119) أن ` 
T(H.K) = | .H.K]=[H,H.K,H.K,--“,H.K].‏ 

11-06 n-l-once 
{[K,H.K.K,H.K,--“,H.K] 
للل ا‎ 


5000 ٠ 
ممص ا و هو ”2 وأن £ = 8,071 = ,1 من أجل‎ 
2م « ليكن. أ« کا ا را الزمرة 87 ناظمية في © وأن‎ 12 
a ل 0 معيميوة فد راك مسب ر‎ 
فإن الزمرة (1)27 ناظمية في © وذلك حسب المبرهنة‎ T(H)c H c G وأن‎ 
فإن (87) ,1 ج [1)8(,1]. لنفرض أن عدد‎ )١-1-17( وحسب الت يدية‎ .)۷-۷( 


الحدود في الطرف الأيمن من المساواة الأخيرة التي من أجلها 7 = ,1 يساوي / وأن . 


عدد الحدود التي من أجلها - با يساوي م-: عند يذ 
(EH)‏ ,1ك [رطى ٠١‏ :قوط [Ls Las‏ والل ا ج أجل ۸> فان 
[Dsl L,]c T,_,(&)‏ 

من أجل 6+1 + = م فإنه عندما ۸+1 < r‏ أو n-rzb+1‏ فإن I,(H)= E‏ 
وأن £ = ).1 وهذا يبين لنا أن £ = ,٠٠۰,1,[‏ 1,1,1[ وهذا صحيح من 
N‏ عدد حدودها ”2 . ومنه 

2 > .)بوي - 8.16) LT‏ ۰ 
أي أن 2 > (11.1) ,۳ وحسب المبرهنة )٠١-5-١17(‏ نجد أن الزمرة .27 
عديمة القوى. , 1 
مبرهنة ؟١-15-9,‏ 


كل زمرة منتهية تحوي زمرة جزئية ناظمية عديمة القوى أعظمية. 


۰ 














البرهسان. 

لتكن '© زمرة منتهية وأن 1 الزمرة الجزئية الناظمية عديمة القوى في © ذات ' 
المرتبة الأكبر. ولتكن 1 زمرة جزئية ناظمية عديمة القوى في ي عندئذ حسب : 
المبرهنة (؟5١-5-5١)‏ فإن الجداء .5 زمرة جزئية ناظمية عديمة القوى في €. 
وبما أن .27 ح 5 وحسب اختيارنا للزمرة × نجد أن 0.6 = 4 » وهذا يبين انا 


أن 5 H c‏ . مما سبق نجد أن ال ار بره و ا 


عديمة القوى في ۰G‏ , 
٣-۲‏ . ال آلآ زمر. ۰ 
في هذه الفقرة سوف ندرس الشرط اللازم والكافي كي تكون الزمر الجزئية لزمرة 


الشرط والبداية ستكون مع التعريف التالي: 
تعريف. ا 
. لتكن © زمرة ولتكن . 
GSA =G‏ يدك 4ك حي وا - در 
سلسلة منتهية من الزمر الجزئية من الزمرة © 
١‏ - تقول عن السلسلة السابقة إنها سلسلة نأظمية إذا كانت الزمرة بك ناظمية 


في رك حيث (2-1),. 0 T=‏ 
۲ - نقول عن السلسلة السابقة إنها ل سلسلة ناظمية إذا كانت سلسلة ناظمية (أي 


A 5 ١ 
ناظمية في 4 حيث (7-1), ا وأن الزجيرة ۹ إما‎ i الزمرة‎ 
دوارة غير منتهية أو منتهية.‎ 
نقول عن الزمرة © إنها 4ك زمرة إذا ملكت ]/الس سلسلة ناظمية.‎ 


T3 
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نتيجة. 
EM E‏ 
لنتعرف الآن إلى الزمر الجزئية وزمر الخارج ال1 و ا 
المبرهنة التالية: 
مبرهنة ؟١1-8-1,‏ 
لتكن © عبارة عن ۷1[ زمرة. عندئذ: 
١‏ - كل زمرة جزئية من © هي 1/1 س زمرة. 
۴ - إذا كانت زمرة جزئية ناظمية في © عندئذ G/N‏ عا او 
البرهسان. 0" 
م ع © تملك سلسلة منتهية من 
الزمر الجزئية من © على الشكل 
ا 6ع 6 مه E=G, CG CG‏ 


6 : 
ن الزمرة ناطمية في 6 وا ن الزمرة 9 ما دوارة غير منتهية أو 


i 


منتهية حيث )1 1510072 ,0,1,2 = .i‏ 


-لكتكن 7 زمرة جزئية من اتسسرة 6 ولنضسمع 


e‏ عندئذ نحصل على سلسة منتهيبة مسن الزمسر 
الجزئية من ۸1 وهي 

E=H GH GH, GG H, =H 
Jy € |, FH, ناظمية في ,#1 ,0,1,2 = 1. ليكن‎ ٨#, لنبرهن على أن الزمرة‎ 
۸, » 6 وذلك ,8 € ۷۸ عندئذ پوجد ,8 © ,۸ بحيث ۸,۸,۸ = ر وبما أن‎ 
أن 0 ولكون الزمرة ,© ناظمية في ,6 نجد أن © »نر وبمسا أن‎ 


8 عدر نجد أن ,8 = 6ح 87 ع بر أي أن رج ارا ومئة نجد أن 
الزمرة, 17 ناظمية في ,77 ` ,0,2 i=‏ من جهة أخرى لدينا 





Hau _ Gu OH G,, NH G,(G,,, H 7 


حت اط ا سس ی 


H, . GAH © N(G, OH) G 
ا ل ا‎ 
إذا نت الزمرة ل ار جاه جره سد‎ 


Gis 2‏ م تكون غير منتهية وبالتالي تكون دوارة وحسب المبرهنة (۲ --ة) 


6 


تكون الزمرة - 








Hr 

H,‏ دوارة وغير منتهية. مما سبق نجد أن e‏ ر رة 
و نکن 77 زمرة جزئية ناظمية من الزمرة © عندئذ الجداء 6,١‏ زمرة جزئية 
من الزمرة € وبها أن 6,77 > 37 وأن 77 ناظمية في الزمرة © فإن الزمرة 77 
تكون ناظمية في الزمرة 6,27 وبالثالي فإن 27/37,© هي زمرة جزئية من 
الزمرة 6/١‏ حيث 0,1,2,-٠٠,١‏ -:. وبما أن ,© ب GN‏ فإننا اي 


السلسلة النننيية من الذمر المزنية من 6/2 على الكل 


N GN _GN _ GN GN _G 
ج ۰ سک جح سک س = سد‎ 





ST NSN NTN aT N N 
د‎ GN ل‎ GaN G,N 
J € Bu Ês لنبرهن الآن على أن ا ي ناظمية في کن‎ 





وذلك أيا كان الب 


وبالتالي 


a ê‏ ش G,N‏ 5 مه ي اس س ست س س 
© ربو ٠‏ ا ا 8 يحفق 8:8 8=( 


J = (اقربرع)(الرع)(الربرع)‎ " = (Eig )N 
وبالتالي,‎ 101 Hl € G, وبما أن الزمرة ,6 ناظمية في الزمرة €" نجد أن‎ 


_G,N‏ 6 ع 
J = (Engg )N ey Sy N‏ 


مما سبق نجد أن الزمرة ا ناظمية في ا حيث 0,1,2,۰۰۰,1.= 1. 


GN البرك‎ fe ; 





إذا كانت الزمر منتهية يتم المطلوب. ' 


TY‏ ا 














CAD 6 N‏ بد 


i+ 


CaN cn eet. a GAN ON 
(GN)/N GN العف غير منتهية وبما أن‎ e لنفرض أن الزمرة‎ 











5 5 ,6 3 5 3 3 
GN‏ غير 4 ية وبالتالي تكون الزمرة 0 عير منتهيه وحسصب)» 


0 


أن الزمرة 
i‏ 


GN‏ دوارة. مما سبق نجد أن 








6 ا 
الفرض فإن الزمرة انك دوارة أي أن الزمرة 


الزمرة 6/۸ هي 11س زمرة. , 

شْ لندرس الآن الشرط اللازم والكافي كي تكون زمرة ما عبارة عن |= زمرة 
مبرهنة ۴-۹۲-!. ا 

لتكن © زمرة و27 زمرة جزئية ناظمية في 6 . ابا 


١‏ -الزمرة © هي 11 زمرة. 
۲ - كل من الزمرتين N‏ و 6/١‏ عبارة عن ۷1[ زمرة. 
البرهسان. 
) )=(). ينتج وبشكل مباشر من المبرهنة(۲ ٠-١‏ 03 
.)١( 0‏ بما أن كلا من الزمرتين N,N‏ / :© عبارة عن ۷1[ زمرة فإنه توج د 
سلسلة منتهية من الزمر الجزئية من ۷ على الشكل 
ا ل اا ا 
إل 
8 نطقق أن الزمرة ,۸ ناظمية في الزمرة بي,/3 ن الزمر 


N; 


إما منتهية أو دوارة 





غير منتهية» حيث (1-+0,1,2,...0 =. كذلك توجد أيضا سلسلة منتهية أخرى من 


الزمر الجزئية من الزمرة 6/37 على الشكل 





N © © 
Naa Sa cC. ے..‎ e ے‎ © 
N N N N NTN N 
/N G. 
م اب‎ Ca N il 0 
3 1 G,IN الزمرة رر چ‎ N تحقق أن الزمرة !^ ناظمية في الزمر‎ 


دوارة غير منتهية» حيث (71-1):-0,1,2,0 = ا¡ . لنشكل السلسلة POE‏ 


الجزئية من الزمرة © التالية: 








8 زع‎ GN) رللع :نعي‎ GG عو © ع‎ ê e =G 
وهذه السلسلة هي سلسلة ناظمية وأن زمر الخارج لهذه الساسلة إما منتهية أو دوارة‎ 
, غير منتهية. وهذا يبين لنا أن الزمرة © هي 1 زمرة.‎ 
ْ تعريسف.‎ 
تقول ا © إنها تحقق قق الشرط الأعظمي للزمر الجزئية إذا كانت كل‎ 
:6 ا ابم اق شين 6 والتي كل منها لا يساوي‎ 
تحوي عنصراً أعظمياً. ا‎ 
مبرهنة ١١م -لا,‎ 
لتكن © زمرة و2 زمرة جزئية ناظمية في الزنمرة ©. إذا كانت كل منن‎ 

الزمرتين 7 و 6/٨‏ تحققان الشرط الأعظمي للزمر الجزئية عندثذ الزمرة © تحقق 
الشرط الأعظمي للزمر الجزئية. 

البرهان. 

لنفرض أن كلا من الزمرتين 1 و 6/4 تحققان الشرط الأعظمي للزمر الجزئية 
ولتكن 5 مجموعة غير خالية من الزمر الجزئية من ©. ولنأخذ المجموعة 

Sy, ={NnH; Nes} 

فنجد أن او EOS‏ الجزئية من 27 وحسب الفسرض 
فإن المجموعة ,3 تحوئ. عضرا | عظمياً وليكن 4 . 


من جهة أخرى بما أن الزمرة 8 ناظمية في © فإن الجداء 1.7 زمرة جزئية من © 


وذلك. 71.5 وبما أن 1.57 > 27 فإن. الزمرة 7 تكون ناظمية في 127 ومنه 


فإن 151/27 زمرة جزئية من 0/77 وذلك 5ج ,1. لنأخذ المجموعة 


a LeS:LNH = 4}‏ 
H‏ 
فنجد أن "5 هي مجموعة غير خالية من الزمر الجزئية من الزمرة 27/ © وحسب 
الفرض فإن المجموعة*5 تحوي عنصراً أعظمياً وليكن 8 وة ر 3ت 1 
KH‏ 
بحيث 011 1 82 وأو عي . لنبرهن على | ا ٠‏ ا 


|> فوا 3 1 





























في 5 E oa‏ عنذئذ يوجد ؟ € ' 
بحيث 'ڄ ح 8 ومنه بر lag K'nH eS‏ أن EEE ENHcK'nH‏ 
4 = 7 م وذلك لأن العنصر 4 هو عنصر أعظمي في ب,5. من جهة أخرى؛ 
بما أن 4 : = 7م" فإن ١و‏ أ كلك بىا أن اح 1 فين 167 - 801 
وهلي لكاي 11 دج وبما أن العنصر 8 أعظمي في "8 نجد أن و الك 
نز هة افر اما أن 6 كر جد علج ۸ بحيث K‏ ع ¥ 


ومنه فق - گج ہی وبما أن كر = 8 يوجد كد e‏ بر بحيث xH = yH‏ ولكون 


بابر = 1 € × يوجد 17 © ۸ بحيث «ألر- د ومنه . 
2014 =4 ع زم h= y'xe‏ 
نجد أن 2 ع ۸ر دع وهذا يناقض کون ل © د بلا سيف كشهبك أن" = × أي أن 
العنصر > هو عنصر أعظمي في 5 وبالتالي تكون' الزمرة © محقق للشرط 
الأعظمي للزمر الجزئية. 0 
تعريسف. 
لتكن © زمرة و 
“CK, Cc.‏ جه بألا رك ع ك1 
ا لد © تقول عن السلسلة السابقة أنها تنقطع 
إذا وجد دليل N"‏ ع8 يحقق ,£ = ب وذلك أياً کان / < ۔ 
لندرس الآن العلاقة بين الزمر المحققة لشرط انقطاع السلاسل المتزايدة و | الزمنز 
المحقق للشرط الأعظمي وذالك من خلال المبرهنة التالية: . ش 
مبرهنة 9١-"-؛,‏ ش 0 
لأجل أي زمرة © الشروط التالية متكافئة: ۰ 
١‏ - الزمرة © تحقق الشرط الأعظمي للزمر الجزئية. 
۲ - كل سلسلة متزايدة من الزمر الجزئية من الزمرة © تنقطع. 





البرهسان. 


(1(0). لتكن 





Ag CC 4, Co"‏ ح CA,‏ ربك 
سلسلة متزايدة من الزمر الجزئية من 6 . عندئذ المجموعة 
S= {4: 121,23,‏ 
حسب الفرض تحوي عنصراً أعظمياً وليكن ,4 . لیکن ۸ © ۸ بحيث و <۸ 'عندئذ 
,4 = يك لأن ٤3‏ بيك وأن 4 > ,4 وبما أن العنصر ,4 أعظمی فى 5 نجد أن 
يك = يك : ْ 0 
(1(>)1). لتكن © مجموعة جزئية وغير خالية من الزمرة الجزئيسة من 6. 
ولنفرض أن المجموعة 5 لا تحوي عنصرا أعظمياً عندئذ أياً كان 5 > ,كر فإنه يوجد 
5 ر4 بحيث رك ح ,4 وبما أن العنصر ر4 ليس أعظميا في 5 فإنه يوجد 
عبر بد بع ره وهكذا. لنفرض أنه تم الحصول على العنصر 5 > ,4 الذي 
يحقق ,4 > ,4 ولكون العنصر ,4 ليس أعظميا في 5 فإنه يوجد 0-6 
بخ يلات 4 تاب بهذا اللكن قتحطتل على ال ` 
“مح CC A, C Ap‏ وك A, CA, C‏ 

وهذء الساسلة هي سلسلة متزايدة من الزمر الجزئية من الزمرة © وغير منقطعة 
وهذا يناقض الفرض. مما سبق نجد أن المجموعة 55 تحوي عنصراً أعظمياً وبالتالى 
الزمرة © تحقق الشرط الأعظمي للزمر الجزئية. , 1 
يعد فک کی عون كن زمر کو من و ا ی ارو و 
من الأستلة الهامة في نظرية الزمر. المبرهنة التالية:تييطينا الشرط اللازم والكافي كي 
تكون كل زمرة جزئية من زمرة ما زمرة منتهية التوليد. اا 
مبرهنة ؟١-"#-ه,‏ 

لتكن © زمرة. الشروط التالية متكافئة: ' 

١‏ - الزمرة © تحقق الشرط الأعظمي للزمر الجزئية. 


3 ۳۷ 

















؟ - كل زمرة جزئية من الزمرة © تكون منتهية التوليد. 
البرهسان. ١ ١‏ 1 ْ 
.)١(> )۱(‏ لنفرض أنه توجد في الزمرة © زمرة جزئية 77 ليست منتهية التوليد 


يوجد 8 € رع بحيث 8 © رع وأن FH‏ )£82( - ,#7 . لنفرض أنه تم الحصول 
على العنصر 1 ٤‏ ,ع بحيث ,8 © ,ع وأن ش 
H‏ * (,8 :٠و8‏ و8 ور8) - Hq‏ 
وبما أن الزمرة 11 ليست منتهية التوليد فإنه يوجد 8 © ,ج بحيث ,۸1 © رم2 وأن 
لاغ Bn)‏ در© 435٠٠“‏ و8 810) > Hau‏ 

نتابع بهذا الشكل فنحصل على السلسلة المتزايدة من الزمر الجزئية من © 

للج ررق بحسن CH,‏ ,8 ح 11 
و لآ تتقطع وحسب التمهيدية (4-7-19) فإن الزمرة © ل يحقق الشرط 
الأعظمي للزمر الجزئية وهذا مناقض الفرض. ومنه نجد أن كل زمرة جزئية مسن © 
تكون منتهية التوليد. | 
(ح .)١(‏ لنفض جدلاً أن الزمرة © لا تحقق الشرط الأعظمي للزمر الجزئية 
وحسب التمهيدية (5١5-1؟-4)‏ توجد في 6 سلسلة غير منتهية من الزمر الجزئية 

لمن HceHCHyc.“cH, CEH,‏ 
وهذه السلسلة لا تنقطع. لنضع ,۸ل = × فنجد أن £ زمرة جزئية من © وحسب 


iel 
¥2735" ع‎ K منتهية التوليد» ومنه توجد عناصر‎ K الفرض فإن الزمرة‎ 
بحيث ( لز ,۰ لز درل و رنز) - ۸ وبما أن #لاء ;¥ فإنه يوجد دليل 1 بحيث‎ : 


1 iel 
“,ور ررر ومنه نجد أن ,11 = ,7 وهذا مرفوض فرضا. مما سبق‎ eH, 
, نجد أن الزمرة © تحقق الشرط.الأعظمي للزمر الجزئية.‎ 
المبرهنة التالية تبين لنا أياً من صفوف الزمرة تكون محققبة للشرط الأعظمي‎ 
وبالتالي تكون زمرها الجزئية منتهية التوليد.‎ 





مبرهنة ؟١-م52.‏ 
كل 37ت ؤمرة تق للشرط الأعظمي لزم الجزئية: 
البرهسان. . 

لنفرض أن الزمرة 6 هي 14 - زمرة عندئذ الزمرة © تملك سلسلة ناظمية 
منتهية من الزمر الجزئية 

© ع ,4 ع ني يأك ,4 ع وا E=‏ 

3 0 4: E 
.1= 0,12,٠٠07 دوارة وغير منتهية‎ E E E والتي تحقق أن‎ 
لنبرهن بالاستقراء أن الزمر الجزئية ,4 تحقق الشرط الأعظمي للزمر الجزئية.‎ 


من أجل 7-1 لدينا اگ = بك هي إما زمرة منتهية أو دوارة وغير منتهية» ومنه فإن 
0 

أي زمرة جزئية من ,4 إما منتهية أو دوارة وغير منتهية ومنه فإن كل زمرة جزئية 

من ,4 هي زمرة منتهية التوليد وحسب المبرهنة )0-7-١17(‏ تكون الزمرة ,4 محققة 

للشرط الأعظمي للزمر الجزئية. كذلك بما أن الزمرة 4 ا قوارة وكين 

7 : 1 


3 5 78 2 57 0 علد‎ “eo 75 ٍ ٤ اټ‎ e 
3 منتهية فإن ايفن حزنية ر تكون منتهية التوليد وبالتالي تكون الزنمرة‎ 
1 1 


محتقة للشرط الأعظمي للزمر الجزئية وحسب المبرهنة (؟5١-1-؟)‏ فإن الزمرة يك 





تحقق الشرط الأعظمي للزمر الجزئية. لنفرض أن الزمرة ,4 تحقق الشرط 


الأعظمي للزمر الجزئية» م ا ا ال - نك إما منتهية أو دوارة 





~1 7-1 


وغير منتهيةء ومنه فإن أي زمرة جزئية من - a‏ وبالتالي 


~1 


ا 8 تحقق الشرط الأعظمي للزمر الجزئية وحسب المبرهنة )۳-۳-٠۲(‏ 





77-1 


فإن الزمرة © تحقق الشرط الأعظمي للزمر الجزئية. , 


5 ۳۳۹ 




















4 1 ؟ - لنفرض أن کے عد ذ أيأكان 11 € eG,‏ ع فإن 
تمئارين محلولة (؟١)‏ 


١‏ - لتكن © زمرة و 4,8 زمرا جزئية من الزمرة 6 عندئذ: 


)] 4, 81[( = ([B, 41) 


1م10 0:3 0ه 0لة) = ”ع رم1) = [,g]K‏ 

وبما أن ( )2 ے ع ۸م فإن 
[h, g]K = (hKXgKXHTKXg"K) = (gKXPKX(h "EXE K)=‏ 
K‏ - 18 -91()8) - 

وهذا يبين لنا أن £ > [ع,۸] وبالتالي ع2 ج ([© 8 
لفنف رض أن ۸ > ([6 :8]) ویک عا gk e‏ التبم فن أن 
(gE (PRK)‏ = ركلع)21). لدينا 

(hgh g JK ={h,F]K c [H,GIK c ({H,G} c K 
"ع ' ۸ع وبالتالي (٤K()۸ع) = (Kع)(۸). مما سبق نجد أن‎ e ۸ ومنه‎ 

e 


G 
حدم‎ 2 
gE 2 


٤‏ لکن 2,2 زمر جزتية تاظنية في ازم 6 ولشرطن ل »و دم 
ولتكن 14 زمرة جزتية من © بحيث 14 ع 87 . عندئذ 
.M=Hx(MANK) - ١‏ 


الحسل. 

ليكن [4,8] ٤‏ [,4] عندئذ “[ورط] = -(1-ه-ؤوق) = aba"‏ = [4,0] وبما 
أن ]4 [0,a] e [B,‏ فإن )]4 e ([B,‏ “[ه,ط] = [a,b]‏ ومنه )]4 ,2[( c‏ )]4,8[(. 
بشكل مشابه نجد أن ([4,8]) > ([4 ,8]). ومنه ([4 ,2]) = ([۰)]4:8 م 
؟ - لتكن 8 زمراً جزئية ناظمية من الزمرة © عندئذ: 

(14: 8[( 4nB 

الكل *. 
' بما أن الزمرة 4 ناظمية في © فإنه حسب التمهيدية )١1-1-١17(‏ نجد 
امت ([4,8]). من جهة أخرى وحسب التمرين )١(‏ فإن 8 > ([4 ,2]) = ([4,8]) ٠‏ 
ومنه نجد 8 0 4 > ([4,8]) ٠‏ م 
۳ - لتكن ,8 زمراً جزئية من الزمرة © بحيث × > 2 وأن الزمرة × ناظمية 





في ). عندئذ: 4 1 e‏ 5 1 
-١‏ الزمرة :17 ناظمية فى © عندما وفقط عندما 2 > .)]7,G[(‏ ا " - الشرط اللازم والكافي كي تكون الزمرة الجزئية 14 ناظمية في © هو أن تكون 
Fs‏ ص مره : 4 ےھ 5 1 5 
ا ١‏ الزمرة الجزئية 1 4 ناظمية فى 5 . 
0 اك عندما وفقط عندما 2 ج ([©,8]). 5 5 
4 1 ْ الحسل. 
الحسل. ° DO‏ £ تكون 


١‏ - لنفرض أن الزمرة 77 ناظمية في © عندئذ وحسب التمهيدية )١-5-١5(‏ فإن 
ع ([8,6]). 
لنفرض أن 8 ج ([7,6]) عندئذ أيأ كان 11 ع 6,۸ © م فإن 
ghg ' = (ghg 'h")h e [H,G1.H c ((H,GDH c H‏ 
ومنه نجد أن الزمرة 8 ناظمية في ©. 


ناظمية في 4 . لنبرهن على أ ن الزمرة 016 /1 ناظمية في 14 أي لنبرهن على أنه 
أيا كان لاع ع فان 16ل للا .g(MNnK)g‏ 

لیکن ٦‏ ع( ٤‏ ۸ 14)ع e‏ × عندئذ يوجد ۸۸ ٤1‏ ر بحيث ٦‏ رع = × وبما أن 
4 » ر,ع فإن ٠1‏ “هبرو = ×. من جهة أخرى» بما أن الزمرة £ ناظمية في © 
وأن ‏ € بر فإن كر e‏ ورو = x‏ ومنه ٤14 0٤‏ × ؤهذاييين لنا أن 





a 3 




















الزمرة 2م11 ناظئية في 14. وبما أن cM‏ 17 لاطا 
فإن e 260 277 LENE 17 SST H(M AK) c M‏ 
يوجد FH, e K‏ ع 7 بحيث z= ke Kay 2 = hk‏ ثم وأيضا /ة ke‏ جم أي 
أن (# ہ ).77 e‏ ۸۸ = ج . كذلك فلن 
E‏ = يام عام 87) - لاص )6 11 

مما سبق نجد أن (16 ^ 14[) >< 27 = )ل . 

۲ - لزوم الشرط. لنفرض أن الزمرة 14 ناظمية في © وليكن ۸ € ۸ ورهن على 
٠‏ أن MA MAK‏ یکن "6(۳ ۸ e)4‏ بز غندئسب سا 
يوجد ٤ ۸ ۸ K€‏ × بحيث y= kk‏ وبما أن 14 ٤‏ × فإن ع kek"‏ - بر ولكون 
الزمرة × ناظمية في 6 وأن y= kk e x e K‏ ومنه y€ M ^K‏ أي أن 
الزمرة ۸€ 1 

كفاية الشرط. لنفرض ن الزمرة ام ۸1 ناظمية في / ولنبرهن على 
أن c M‏ “هقالع وذلك أي م “جاع ×٤‏ عندئذ يوجد /1ع بر 
بحيث "رع = يد وحسب )١(‏ وبما أن M1 = 1 x(M ^K)‏ يوجد h € 11,1: © K‏ 


بحيث ۸۸ = ر ومنه ( EYE, ' = (gg Xgkg‏ =× وبما أن الزمرة 575 ناظمية ` 


في © وأن 27 ۸٤‏ نجد أن 17 € "وا . من جهة أخرئء بما أن × ناظمية في © 
وأن ۸ xe‏ فإن £ > gk"‏ . كذلك بما أن FH xK‏ = © ع g‏ ومنه 
يوجد ۸ > ,8,1 ع ,۸ بحيث ,8,1 = 2 ومنه 
وك وح اماما - eke"‏ 
وبما أن #36 ع4 وأن ١×‏ 14 ناظمية في × نجد أن 
K NM‏ ح n (kı Mh)‏ لا e hı (K NM); c (h‏ "هاو دبز 
مما سبق نجد أن الزمرة غ7 ۸4 ناظمية في ٠‏ , 











تمسارين ( 1۲( 

١‏ - لتكن © زمرة و6 > #,بر,+. أثبت أن 

- ]2,2 ,نزد][2 رند] = [درنود] . 
xx, y2] =1‏ ,ب ][نودرع]. 

1= بإ x],‏ نر مراع ,]ر 
۲ - لتكن © زمرة و زمرة جزئيةمن ي . أثبت أن الشرط اللازم والكافي كي 
تكون الزمرة #ناظمية في © هو أن يتحقق 8 »[ع,۸] وذلك أياً 
كان H‏ »ع 6,82 »ء ع . : 1 





۳ - لتكن © زمرو ٤۸‏ 0 ©. أثبت أن 
24 
اف "0 


۰ ؛ - لتكن © زمرة و 4 زمرة تبديلية. إذا كان 4 ج 6:م تشاكلاً زمرياً أثبت أن 


.G' c Kerg - 
. Hom(G, A) x Hom(G/G', 4) - 


ه - لتكن © زمرة و ,1 زمرة جزئية من 6©. أثبت ت أن )]27,٤[(‏ زمرة جزئية 


ناظمية في (1,16) . 
* - لتكن © زمرة وا, زمرة جزئية ناظمية في ©. أثبت أن )]1,K[(‏ زمرة 
جزتية ناظمية في 6 . 


ووم 1 














امن اللسحيطة 
تعد الزمرة البسيطة واحدة من الأنواع الهامة في نظرية الزمر وأهميتها تعادل 


أهمية الأعداد الأولية بالنسبة ل نظرية الأعداد ويعد Calois‏ أول من .درس الزمرة 
البسيطة وذلك قبل حوالي ۰ عأاما. 


وقبل البدء بدراسة الزمر البسيطة سوف نبدأ بشيء من التفصيل بدراسة الزمر 


الجزئية الأعظمية» والتعرف إلى زمرة فراتيني (77)©6 وأثرها في دراسة الزمرة. 
ومن ثم نلقي الضوء بإيجاز غلى الزمر الجزئية الأصغرية والتعرف إلى (506)9. 
١‏ -!. الزمز الجزئية الأعظمية. 

لتكن 7 < 6 زمرة و © مجموعة الزمر الجزتية من 6 والتي كل منها لا يساوي 
6. وبما أن 8 زمرة جزئية من © وأن 5 6# فإن 5 > 8 ومنه © 55 زهي 
مرتبة جزئيا بالنسبة إلى علاقة الاحتواء. بالاعتماد على ذلك يمكننا التحدث عن 
العناصر الأعظمية في المجموعة 5 . لأجل ذلك سوف ندخل المفهوم التالي: ‏ 
تعريف. 

لتكن € زمرة و5 مجموعة الزمر الجزئية من © والتي كل منها لا يساوي 6. 
نقول عن الزمرة الجزئية 5 > 7 إنها أعظمية في © إذا كانت 7 عنصراً أعظميا 
في 5. ! ظ 
بعض الشروط المكافئة لمفهوم الزمر الجزئية الأعظمية نوردها من خلال التمهيدية 
التالي: ا 00 


éo 





























يو ASE‏ ش 

ن ورو و 

.G الزمرة الجزئية 78 أعظمية في‎ - ١ 
.1 =2 من أجل أي زمرة جزئية 2 من © تحقق © 2 ح 7 فإن‎ - ۲ 
.1[ لا توجد في © زمر جزئية 8 تحقق © ح 8ے‎ - ۳ 
. 1 =6 ار ت & من € تحقق ڄ c فلن‎ at 
البرهسان.‎ 

لتكن 55 مجموعة الزمر الجزئية من © والتي كل منها لا يساوي ©. 
.)١(> )1(‏ لنفرض أن الزمرة الجزئية 7 أعظمية في © ولتكن 2 زمرة جزئية 
من © تحقق €>( ج 8 عندئذ 5>( وبما أن 7 عنصر أعظمي في 5 وأن 
رحج 7 .H=D jil‏ 
)١(‏ > ("). لنفرض جدلاً أنه توجد في 6 زمرة جزئية 8 تحقق © ح 8 181 
وحسب (؟) فإن 7-8 وهذا غير ممكن. وبالتالي لا توجد في © زمرة جزئية 8 
. تحقق © جح c.8‏ 8 . | 
(9) > (4). لتكن × زمرة جزئية من © تحقق cK‏ 7 وحسب (؟) فإن © - K‏ 
لأنه لا توجد في © زمر جزئية © ح 2 ج ٤]‏ . 1 

.)١1(> )4(‏ لتكن 7 زمرة جزتية من © بحيث ۴۶6G‏ وأن ۴ ج 2 . إذا كان 
۴ + 7 نحصل على تناقض مع الفرض ومنه ۴ = 7 » أي أن الزمرة 8 أعظمية 
في ۰ ۾ 

إذا كانت الزمرة © غير منتهية فليس من الضروري أن تحوي زمرة جزئية 
. أعظمية. 
ER.‏ 

توجد في كل زمرة منتهية 2 © زمرة جزئية أعظمية. 


۳ 








البرهسان. ۰ 

بما أن الزمرة © منتهية فإن مجموعة الزمز الجزئية من © والتي كل منها لا 
يساوي © تكون منتهية وبالتالي فهي تحوي عنصراً أكبر وهذا العنصر هو زمرة 2 
جزئية أعظمية. , ظ 


5 


تتح . 


7 


إذا كانت الزمرة © منتهية فإن كل زمرة جزئية © > 7 تكون محتواة في زمرة , . 


جزئية أعظمية من ©. 
مبرهنة "8-١-١‏ 

التكن © زمرة وك زمرة جزئية ناظمية في © ولتكن 14 زمرة جزئية من 6 
بحيث 37 جح > . الشروط التالية متكافتة: 
١‏ - الزمرة الجزتية 34 أعظمية في 6©. 

66 M 

۲ - الزمرة الجزئية س أعظمية فى . 

لزمرة الجزئية م اعظمية في ع 
البرهسان. 


(۱) ©(؟). لنفرض أن الزمرة الجزئية ۸4 أعظمية في ©. ولتكن “5# 


هاج 


زمرة جزئية من الزمرة کے بحيث 7ح 2 وحسب المبرهنة (ه-0-) فان 
ل ا ش ,5 : : M‏ 
كرك 1ن بعك ده وك 6 محلو ل وو 1 العا د 
KK K‏ 
فإن 8# > 14 ولكون الزمرة 14 أعظمية في © فإن 8 - 4 وبالتالي فإن 
ح0 

.)١(> )۲(‏ لنفرض أن الزمرة أعظمية في عندئذ © ع .M‏ لتكن © ع F‏ 
زمرة جزئية من © بحيث ۴ ے ۸4 ولنبرهن على أن ۴ = 34 . بما أن 
۴ > 34 ج وأن الزمرة كد ناظمية في © فإن الزمرة > ناظمية في 7 ومنه 


ام 6 




















M uM FG, 7‏ 
ل حاتي و ا ون ا في EA RONMENT‏ 
ا CF ù CE‏ ولكون الز 00 
F F G a‏ كار 
أعظمية ف 2 عندثة اما = أو سد 
E E Fs‏ 8 


G F F 
منة‎ F۴ فان 2 2ع 2ع يرع أى أن‎ eG EU ST إذا كاذ‎ 
ي ان © 8 و‎ 8 K ل 8 فان‎ EA نت‎ 


7 


ER‏ عير AG, 2-2 E‏ ا 


كك - e‏ عند أي أن لا« وبالتالي ‏ = 34. مما سبق نجند أن الزميدة 24 
أعظمية في ,١©‏ 
نأتي الآن إلى دراسة تقاطع الزمر الجزئية الأعظمية لزمرة ما وذلك في حال 


وجودها. 


تعريسف. 
لتكن © زمرة. نسمي تقاطع جميع الزمر الجزئية الأعظمية في © زمرة فراتيني 
Frattini‏ ونرمز لها Fr)G)‏ . ش 0 
إذا لم تحو الزمرة © زمراً جزئية أعظمية نعتبر © = ۴٣)6(‏ . 
أولى خواص الزمرة -(7)06. سنوردها من خلال التمهيدية التالية: 
تمهيدية .٤-١-١۳‏ 
لتكن © زمرة. عندئذ: 
١‏ - إذا كانت 4 زمرة جزئية أعظمية في © عندئذ (14)ے زمر اج اع 
في 6 وذلك أا كان (411)6 ع بم ' 
۲ - الزمرة (۳۳)6 متميزة في 6 . 
- الزمرة (7)6 ناظمية في 6. 
اليرهان. 
١‏ - ليكن (4)6:ك > © ولنفرض أن 34 زمرة جزئية أعظمية في © علدئذ 


(۸4)» زمرة جزية من € وأن © (2)14. لتكن 8 زمرة جزئية مسن © بحيث 


WEA 











a(M) c B‏ 2 أن (8) a"‏ =4 عندئذ 4 زمرة جزئية من € .كما أن: 
4 4 لأنه أياً كان 14 € 7 فإن 8 € )71ے ومنه 4 e1 B(=‏ م أي أن 
4 > 14. لنفرض أن 4 = 4[ عندئذ 8 = (4)ے ع (M1)‏ وهذا غير ممكن. مما 
سبق نجد أن 4 > ١‏ وبما أن الزمرة 16 أعظمية في © نجد أن © = 4 وبالتالي .. 
a(@ = a(4) = 8‏ - © 
1207 ن الزمرة (14) أعظمية في 6. 
۲ - لنبر هن على أن  ۴٣)6(‏ ((©)2:)177 وذلك ي کان O‏ 
e‏ و )7 ٤‏ × ولنفرض أن ۶٣)6G(‏ » («)ب عندئذ توجد زمرة 
ثية أعظمية 34 في 6 بحيث 14 © ()يه ومنه (141) "2 © ×. واک 
)١ 0‏ لأن الزمرة (1)14 به أعظمية في ©. وهذا يبين لنا أن a(x) € Fr(G)‏ 
وبالتالي @(Fr(G)) c Fr(G)‏ وحسب التمهيدية (۷ -1) نجد أن الزمرة (©)7/ ظ 
متميزة في 6 . 
۳ - بما أن الزمرة (©)”177 متعيزة في 6 وحسب المبرهنة (۷ -۷) تكون الزمسرة . 
)7 ناظمية في ,١©‏ 
لأجل معرفة العناصر التي تتكون منها الزمرة (©)77/؛ لابد لنا من مفهوم جديد 
سنورده من خلال التعريف التالي: 
لتكن © زمرة و6 ع <×. 00 E‏ © إذا 
تحقق الشرط: من أجل أي مجموعة جزئية وغير خالية 5 من © تحقق (×,8) = © 
ينتج أن (5) = 6. ْ 
المبرهنة التالية تبين لنا طبيعة عناصر الزمرة (©)77/ . 
مبرهنة ١-١‏ هة. 
لتكن © زمرة و 6 > ع. الشروط التالية متكافئة: 
3ت اتسر ج ليش مولا للزمرة 6: 


518 




















؟ - Fr(G)‏ وع. 
البرهسان. 

() = (۲). لنفرض أن التو و لشيس مرا اة 6 يوان 607 £ £ 
عندئذ توجد زمرة جزئية أعظمية ۸4 من © بحيث 14 © ع . ومنه فإن (34,8) ح 34 


ولكون الزمرة 34 أعظمية نجد أن (ع,14) =€ وبما أن العنصر ع ليس مولدا 


للزمرة 6 نجد أن 14 = (34) = © وهذا غير ممكن. مما سبق نجد أن (©)17 € 8 . 
.)١( > )۲(‏ لنفرض أن (6) > ع ولتكن 5 مجموعة جزئية وغير خالية مسن © 


اتحقق (ع,8) = 6. لنفرض جدلاً أن (5) < © عندئذ (5) © ب لأنه إذا كان (5) © ع 
نجد أن (8) = (ع,5) = © وهذا مرفوض. لنأخذ المجموعة ا 


=)£:K; © زمرة جزئية من‎ )5( Kg eK} 


فنجد أن المجموعة 5 غير خالية لأن 5 >(5) كما أن المجموعة ك مرتبة جزئيا 


بالنسبة إلى علاقة الاحتواء. لتكن ,5 مجموعة جزئية من © ومرتبة كليا ولنفرض أن 
4ل ] = N‏ عندئذ وبما أن المجموعة ,55 مرتبة كليا وحسب التمهيدية (۲ (Y-1-‏ 


. عم 
فإن 7 زمرة جزئية من © كما أن 77 ۾ ع لأنه إذا كان ۸ ٤‏ ع فإنه يوجد,كة © 4 
بحيث 4رء ۽ وهذا غير ممكن. وهكذا نجد أن 5 كما أن 7 ح4 وذلك أياً 
کان رک e‏ 4 . مما سبق نجد أن و اغ الود 5 في 55 وحسب تمهيدية 
زورن يوجد في 5 عنصر أعظمي وليكن 14. بما أن ٤5‏ 14 فإن ۸4 >(5) 
وأن 14 » ۾ . لنبرهن على أن الزمرة 14 أعظمية في ©. لتكن ۸1 زمرة جزئية 
من بحيث M CH CG‏ عندئذ 5» 8# ن g eH‏ 
وبالتالي © > 7 ج (ع ,5) = © أي أن © = ۸1 وهذا يبين لنا أن الزمرة 14 أعظمية 
في ©. وأن 11 © ع وهذا يناقض کون ٤ ۴٣)6(‏ چ. مما سبق نجد أن (5) = 0 
وبالتالي العنصر ج ليس مولداً للزمرة .© ) 
خواص أخرى لزمرة فراتيني رخاصة علاقتهابالمشتق الأول للزمرة 53000 
المبرهنة التالية: 


بو ة ا 





لتكن © زمرة. الشروط التالية متكافئة: 

١‏ - كل زمرة جزئية أعظمية في © تكون ناظمية. 

G'c Fr(G) - ؟‎ 

البرهان. ) 
.)١( > )0(‏ لتكن 14 زمرة ا أعظمية في 6 2 الفرض فإن الزمرة ۸4 


ناظمية وبالتالي تكون الزمرة ج بسيطة ومنه م - :عم حيث م عدد أولي» أي 


رة © دوارة وبالتسالي فهسي تبديايسة وحسب المبرهنة (؟١-1-١)‏ 
يكون 1/4 ح ' © . مما سبق نجد أن (©)77 ے “6 . ۰ 
.)١ (> )5(‏ لنفغرض أن G' c Fr(G)‏ ولتكن 14 زمرة ة جزئية أعظمية في 6 


عندئذ 7ق ح © وحسب المبرهنة -١-15(‏ ؟) تكون الزمرة 314 ناظمية في © 0 


و« 








إذا كانت الزمرة 6 عديمة القؤی فإن (©)17 © ' ٠.6‏ 
البرهان. 


ذا أن للد موه و ل لو جل -ه) تكون كل زمرة 
جزئية أعظمية في © e‏ على المبرهنة (؟١-١‏ -6) نجد 
أن ١6 > Fr(G)‏ , ش ١‏ 

المبرهنة e‏ إذا كانت 7 الجزئية (©0). منتهية التوليد فإن 
الزمرة )77 تلعب دور العنصر الحيادي بالنسبة إلى عملية ضرب الزمر . الجزئية 
المسباوي للزمرة ٠.06‏ 
مبرهنة *١-احلا.‏ 

. لتكن 6 زمرة و زمرة جزئية من ©. إذا كانت الزمرة (©)7. منتهية التوليد 
وأن FK(G).H‏ = © فإن 8 - 106 


إ0 1 1 














البرهسان. 7 ٠‏ 
لنفسرض أن (رند,۰۰ :× ,)= (۴۳)6 وبما أن ٨۲)61‏ - © نج د أن 
EHRE)‏ 6 وبما أن العناصر (7)0 > ,×,٠٠٠,ر×‏ ,× فإن العناصر 
#٠“,‏ × هي عناصر ليست مولدة للزمرة © وحسب المبرهنة )5-1-١5(‏ نجد 

أن لت اك م 
امإو لولم 

لتكن © زمرة و(©)72 = / ولتكن £ مجموعة جزئية من € وغير خالية. إذا 
كانت الزمرة 7 منتهية التوليد وأن (5 © + +د8) - © عندئذ (5) = 0. 
البرهسان. 

لنفرض أن (5) = 7 وبما أن الزمرة ۴ ناظمية في © فإن الجداء 17۴ هو زمرة 
جزئية من © وبما أن -(Fx:xeS)‏ 2 نجد أن HF‏ © وحسب المبرهنة 
(1-15-)) نحه أن (8) عر 02 + 
مبرهنة -١-١“‏ 

E للحن 206 ادس‎ NEE EE 
. 8 > 7)0( تحقق (17)16 ح 8 . إذا كانت الزمرة (7)”/ منتهية التوليد فان‎ 
البيرهسان.‎ 

لنفرض جدلاً أن (©)1 ج 7 عندئذ توجد زمرة جزئية أعظمية ۸4 في © 
بحيث ۸4 ج #1 عندئذ 14 ب كرء لأنه إذا كان 34 ے +1 فإن 

Hc Fr(@ عي‎ KcM 
وهذا غير ممكن. وبما أن الزمرة 1 ناظمية في © يكون الجداء 4914 زمرة جزئية‎ 
.@ = 7714 من © وأن 5714 - 14 ولكون الزمرة 34 أعظمية في © نجد أن‎ 
وحسب التمهيدية (ه-١-1) فإن‎ ٨ من جهة أخرىء وبما أن 1 ح‎ 
H(K لاه‎ - HK A HM = K NG - 


Way 





كذلك بما أن +3 (۴۳)6 ا 27 فإن (14 ۸ ).۴۳)60 = £ وذلك حسب التمهيدية 
(ه-١-5).‏ وحسب المبرهنة )-١-١5(‏ نجد أن 14م = × أي أن 14 جح ۸ 
وهذا غير مقبول فرضاء مما سبق نجد أن (۴۲)6 > ]ءي ٠‏ 
مبرهنة ٠ .1١-1-1۳‏ 

لتكن © زمرة و ٨7‏ زمرة جزئية ناظمية في © إذا كانت الزمرة ۴١)77(‏ منتهية 
التوليد عندئذ ۴١)6(‏ ج (1 ۴٣)‏ . 
اليرهسان. 

لدينا حسب التمهيدية )5-1-١1(‏ الزمرة (87)17 هي زمرة جزئية متميزة في 11 
وبما أن الزمرة 77 ناظمية في © وأن 7# > (5”)57. وحسب المبرهنة (۷-۷) فإن ٠‏ 
الزمرة (7)77 تكون ناظمية في 6. وحسب المبرهنة )1-1-1١7(‏ ويما أن 
الزمرة (7)27 منتهية التولید نجد أن (©)17 > (87)” ١‏ , 
تمهيدية ,.١ ١-١-١‏ 

لیکن "6 ج © : كر تشاكلاً زمزياً و'6 ٤‏ ع . عندئذ: 

١‏ - إذا كان العنصر ج ليس مولداً للزمرة © فإن العنصر (©)/. ليس مولداً 
للزمرة (©)/ر. ش 

. f (Fr(G)) c Fr(f(G)) - ١ 

البرهسان. 

١‏ - لنقرض أن العنصر ج ليس مولداً للزمرة © ولتكن 5 مجموعة جزئية وغير 
خالية من الزمرة(6) بحيث ((9)/ر,5) = (6) عندئذ توجد مجموعة جزئية 
© ح ,كر وغير خالية بحيث 5 = (,5) وتحقق أن  )5,(‏ (ع,,5) =€ وذلك لأن . 
العنصر مم ليس مولدا للزمرة © ومنه فإن (5) = ((,5)/ر) = (©)/. مما سبق نجد . 


. أن العنصر (ج)/ر ليس مولداً للزمرة(6)/ . 


۲ - لیکن (©)1 € چ عندئذ يكون العنصر ج ليس مولداً ر وحسب (1) 
يكون العنصر (ع) /ر ليس مولدا للزمرة(6) أي أن e‏ وهذا يبين 


7 Yor 











لنا أن EE‏ 0 
المبرهنة التالية تبين لنا أنه توجد علاقة هامة جد بين الزمر الجزئية لزمرة فراتيني 
وزمرة فراتيني لزمرة التمائلات لتلك الزمر. الجزثية. 
مبرهنة ١1-١!-؟١.‏ 
لتكن © زمرة 55 عندئذ: 
١‏ - إذا كانت 7 زمرة جزئية ناظمية في © e‏ فإن 
Inr(F) c Fr(Aut(H)) 1‏ 
؟ - إذا كانت ٨٣)6(‏ = 7 فإن In(H) c Fr(Aut(E))‏ . 
البرهان. 
١‏ - لنعرف العلاقة ا : © بالشكل ے7 - (6)8 رادت ك أياً كان 
geG‏ وحيث أن 8 ج 7 : +1 معرف بالشكل 
“جرع = Vh € H T,(R)‏ 
وبما أن الزمرة 1/7 ناظمية في © فإن 87 € (8) ۽1 وحسب المبرهنة (۲-۷) نجد 
أن ,7 هو تمائل للزمرة 8 . كما أن 
(يع)©١٠(,بع)9‏ = بيع - (رعرع)© 
وذلك er‏ كان 66 بع. جم ومنه نجد أن © هو تشاكل زمريء كما 
أن (© nn)‏ = (9)27. وبما أن (©)"17 © H‏ عندئذ ((©):7)© ح (287)© وحسب 
التمهيدية )١١-1-1١8(‏ فإن ((©)©)7/ ((©))© وهكذا نجد أن 
Inn(F) = ©)21( c ©(Fr(G)) c Fr(O(G))‏ 
وبما أن الزمرة © منتهية فإن الزمرة ((7”)©)©6. تكون منتهية التوليد وحسب 
المبرهنة ( )4-1-١‏ نجد أن ٠1711017 ( > Fr(41u1(1))‏ ش 
؟ - لنفرض أن ( ۴)6 = 17 ر التمهيدية )4-١-١(‏ فإن الزمرة 7 تكون 
ناظمية في © وحسب )١(‏ نجد أن ((27) ا )”17 o T(E) c‏ 





.۱١-۱-۱۴ تمهيديسة‎ 

لتكن © زمرة منتهية و زمرة جزئية ناظمية في ©. الشرط اللازم والكافي كي 
يكون (©)7 ح × هو أن لا توجد في © زمرة جزئية © + £ تحقق FH].‏ = € . 
البرهسان. 

لزوم الشرط. لنفرض أن (77)6 > £. ولتكن © +« 7 زمرة جزئية ناظمية من 
© وبما أن الزمرة © منتهية فإنه توجد زمرة جزئية أعظمية 24 بحيث 14 > #٣]‏ . 
وبما أن (©)7 > £ فإن 14 > £ ولكون الزمرة كر ناظمية في © فإن × تكون 
ناظمية في 14 ومنه فإن 877 هو زمرة جزئية في 14 وأن ي ۸1> 16 . وهذا 
يبين لنا أنه لا توجد في © زمر جزئية ±6 77 بحيث 1.۸ = 6. 
كفاية الشرط. لنفرض جدلاً أن (77)6 © £ عندتذ عد © ومنه توجد في الزمرة © 
زمرة جزئية أعظمية ۸4 بحيث 34 © × وبما أن الزمرة £ ناظمية في © فإن +147 
زمرة جزتية في © .وأن 14/6 © 24 ولكون الزمرة 14 أعظمية في © فإن MK‏ - ج ` 
وهذا يناقض الفرضء مما سبق نجد أن (©)77 > كل ١‏ , 

سوف ندرس الآن خواص الزمرة (5)©6/ من أجل الزمر المنتهية © والبداية هي 
متى تكون الزمرة المنتهية عديمة القوى. 1 
مبرهلة 4-١-١‏ 1. 

لتكن © زمرة منتهية. الشروط التالية متكافئة: 
١‏ - الزمرة 00 
؟ - کل زمرة جزئية © ح 7 تحقق (17)8 ح 17 . 
۳ - كل زمرة جزئية أعظمية في © تكون ناظمية في 6 . 
G'c Fr(G) - 4‏ 1 
ه - كل م- زمرة جزئية سيلوفية من © تكون ناظمية في 6 . 
5 - © عبارة عن مجموع مباشر منته لزمر مراتبها قوة لعدد أولي. 














البر هسان . : 
)١(‏ > (؟). ينتج من المبرهنة .)٤-۲-١۲(‏ 
 )5(‏ (؟). لكن 4[ زمرة جزئية أعظمية في €» عندئذ حسب 
الفرض (77)14 ح 14 ولكون الزمرة 4 أعظمية ينتج (77)14 = 14 وبالتالي تكون 
الزمرة 34. ناظمية في 6 . 
.)٤( + )۳(‏ ينتج من المبرهنة (5-1-11). 
(۳) ه(١).‏ لتكن £ عبارة عن م - زمرة جزئية سيلوفية في © ولنفرض أن 
© (37)16 وبما أن الزمرة © منتهية» فإنه توجد في © زمرة جزئية أعظمية 14 
بحيث 14 ج (77)1 وحسب المبرهنة )١7-٠١(‏ نجد أن © ± 14 - (27)34 وهذا 
يبين لنا أن الزمرة 14 ليست ناظمية في ©. ش 
(1(>)4). لتكن ,م,:..روم ,رمرم هي جميع الأعداد الأولية المختلفة والتي كل 
منها يقسم مرتبة الزمرة ©. عندئذ 1 
“Pg |‏ ”وص نوص. pf‏ = (1: ©) 

حيث ۸ ع ,هرو 7 1. وحسب مبرهنة سيلوف الأولى يوجد في © ۶-زمرة 
جزئية سيلوفية ,7 مرتبتها ٨‏ لأجل كل 5 >1>1. وحسب الفرض فإن الزمر 
الجزئية ,8 ناظمية في لأجل كل 1>1>5. لنبرهن على أن 
و11 :»11 » .G=H,‏ 1 
لنفرض أن ٨1.8 .٠٠٠.11,‏ = 14 واضح أن 34 هي زمرة جزئية ناظمية في 6©. 
لنبرهن بالاستقراء حسب و أن © م... م ٣‏ م.م = (1: 10 ). 
- من أجل 1= 5 عندئذ ,8 = 14 ومنه م - (1: 14). 
لنفرض أن الفرضية صحيحة من أجل 1-و ولنفرض أن ,8,.8,...:.8 = N‏ 
وأن ےم ٠٠»‏ نوم ثوم. ثم = (1: 17) عنائذ 8 = ,81 ۸ N‏ كما أن 
ر (1: م0 01 

(NAH, :1)‏ 
وبما أن  )©:1(‏ (1: 1) نجد أن .© = 14 وبالتالي تكون 


)14 :1( - PPF Py 


دم 





G=H, xH, «0*1‏ 
.)١(> )5(‏ لنفرض أن ,1 ×٠٠٠×‏ 81 × ,#1 > © حيث ,8 زمر جزئية ناظمية 
في © وأن “,م - (7,)8,:1 >7 >1. وبما أن الزمر ,28 منتهية ومراتبها قوة لعدد 
أولي فإنه حسب المبرهنة (؟١1-1-1)‏ تكون الزمر ,7 عديمة القوى 1>7>5. ويما 
أن 
H, OH, ©: © 27,‏ نه ,7 G=H, xH, «٠١»‏ 

فإنه حسب المبرهنة )۷-۲-١١(‏ تكون الزمرة 6 عديمة القوى. , 

بالاعتماد على المبرهنة الأخيرة نحصل الحقيقة الهامة التالية: 
مبرهنة ,.16-١-١‏ 

إذا كانت الزمرة © منتهية فإن الزمرة (©) تكون عديمة القوى. 
البرهان. ش 0 

لتكن × عبارة عن م -زمرة جزئية سيلوفية في (©)7» وبما أن الزمرة 
(©)0 ناظمية في © وأن الزمرة (57)6 منتهية وحسب التمهيدية )1-١١(‏ نجد 
أن ©)27)1(.7 = ©. وخسب التمهيدية (۱۳-۱-۱۲) فإن 6 - (&)/ ومنه نجد 
أن الزمرة × ناظمية في ©ء وبما أن (8)6 > £ فإن الزمرة × تكون ناظمية: 


في (۳)6/ وحسب المبرهنة )١15-1-١5(‏ نجد أن الزمرة (©)77 عديمة القوى. , 


مبرهنة "١1-١5-1ل,‏ 


لتكن © زمرة منتهية و 5,77 زمر جزئية في ©. إذا كانت الزمرة > ناظمية 
في 0 عندئذ: 
١‏ - إذا كانت K ç Fr(H)‏ فإن .K c Fr(G)‏ 
.Fr(K)c Fr(G) - ١‏ 





+ - ركم 6016 
gi RE‏ 
٤‏ - إذا کان (©)»7 ج × فإن Fr)‏ - ك 
باه ؟ 























البرهسان. ْ 

افر ن أن (7)» ج £ وأن (©)5 ب £ عندئذ حسب المبرهنة -1-١1(‏ 
)١‏ فإنه توجد زمرة جزئية 14 في © بحيث 1۸ = © وبما أن (77)17 ح £ نجد 
1 مر 

KcHcG= MK 

وبالتالي H = (FH ^M )K‏ ومنه ۸۸1 27 = 8 وبالتالي يكون 14 > 187 ح ۸. بهذا 
الشكل نجد أن 6ح ]3 - MK‏ - © أي أن © ± © وهذا غير ممكنء مما سبق نجد 
أن .K cç Fr(G)‏ ش 
؟ - بما أن الزمرة(K)١۴‏ متميزة في 5 وأن الزمرة K‏ ناظمية في © فإنه حسب 
المبرهنة (۷-۷) تكون الزمرة (01. ناظمية في € وحسب )١(‏ بما 
أن Fr(K) c K‏ نجد أن Fr(K) > Fr(G)‏ . 
٠‏ - لتكن ۸1 زمرة جزئية أعظمية في © عندئذ = 17 حيث 11 زمرة جزئية 


14 


نن اكفوي ا ونا أن الزشرة - ا ف وحسب المبرهنة (1-15-*) ٠‏ 


فإن الزمرة 14 تكون أعظمية في © ومنه ۸4 > 146 > 77)0(.15 وبالتالي 
جر لان علا Fr(G).K‏ 
K 4‏ 4 
وذلك من أجل أي زمرة جزئية أعظمية 34# من ک. مما سبق نجد أن 
FKG).K Fr)‏ , 
K K‏ 


)۳( فإنه حسب‎ ×  ۴٣)6( بما أن‎ - ٤ 








بق بر FO) _ FOK‏ 
K ` K‏ 4" 
E E as /‏ ا AE E‏ 
وبما أن كل زمرة جزئية أعظمية في الزمرة -- هي من الشكل -- حيث 14 زمرة 
جزئية أعظمية في ©» نجد أن 7 س 


i‏ + كفن 





برهت 2 

لتكن 8 ,4 زمراً جزئية ناظمية من الزمرة © بحيث 8 ×4 = © عندئذ: 
١‏ - إذا كانت . زمرة جزئية ناظمية من © بحيث © > 11 > ۸4 فإن 

H=Ax(BNH)‏ ا 

. Fr(G)c Fr(4)x Fr(B) — 1 
البرهان.‎ 

١‏ - بما أن الزمرة 4 ناظمية في © فإن 4 ناظمية في ٨1‏ . من جهة أخرى 
الزمرة 17 م 8 ناظمية في 87 لأنه إذا أي كان ۸7 ع ۸ فإن 

H(BNnH)h’' c BAH 
بحيث 8 ع 7587 = ر وذلك لان‎ 5 > 8 0 1٤ لیکن 1(۸ ۸ ۸)8 > در عندئذ يوجد‎ 
yé B^ ¥ الزمرة 8 ناظمية في ©. وبما أن 27 € 8,7 فإن 27 > ظط = بر ومن‎ 
وهذا يبين لنا أن الزمرة 8 ۸ 8 ناظمية في 8 . كما أن‎ 
AN(BNH)=(ANB)NH=ENH ع‎ 

كذلك الجداء (87 م 4)8 هو زمرة جزئية من 87 أي أن 8 > (8 ۸ 4)8 . ليكن 
he H‏ عندئذ © h٤‏ ومنه 7-68 حيث 8 چ 4,5 ع © وبالتالي 2778-8 ومنه 
b= ahe AH c H‏ وهكذا نجد أن 8277 ء 5. كما أن ab e 4(B ^ H3)‏ - 1 
أي أن c 4(B ^ J)‏ 11 وبالتالي (۸1 4)8۸ = 27 . مما سبق نجد أن 
HEBA)‏ ۰ 
١‏ - لتكن 14 زمرة جزئية أعظمية في 4 عندئذ تكون الزمرة 48[ زمنرة جزئية 
أعظمية في © لأنه إذا كانت £ زمرة جزئية مسن 6 تحقشق 6ح 8 318 ` 
فين 118  - MB(B ^K)  )118(8 cC‏ ومنه نجد أن × = 141. أي أن 
الزمرة 148 أعظمية في © ومنه 1148 ح (©)1 وبما أن ۸8c 40۸8 - E‏ 14 
فان 8 × 1۷1 ج (۴۳)6 . لنفرض أن !1 ع :0 : 134 5-2 مجموعة الزمر الجزئية _ 
الأعظمية في 4 وبما أن 148 (©)7 فإن ظ 


o0۹ 




















Fr(4)x 8‏ - قوم Fr‏ = 8( يكة| )) ء (8 ,)| ]اك (©): 


eel 
مما سبق نجد أن‎ ۴۳)6( > 4x Fr(B) بشكل مشابه نجد‎ 
o‘ Fr(G) c Fr(A)x Fr(B) 


۲-۴. الزمسر الجزئية الأصغريسة وزمسرة ج1111 . 
تعريف. 

لتكن © زمرة و5 مجموعة الزمر الجزئية الناظمية في © والتي كل منها لا 
يساوي 8 . نقول عن الزمرة الجزئية 5ع 8 إنها أصغرية في © إذا كانت 727 
عنصراً أصغرياً في ك ش 

بعض الشروط المكافثة لمفهوم الزمر الجزتية الأصغرية نوردها من خلال التمهيدية 
التالي: 
تمهيدية ۱۳-؟-١.‏ 

لتكن 6 زمرة و £ + 8 زمرة جزئية ناظمية في ©. الشروط التالية متكافتة: 
0 ©0066 

- من أجل أي زمرة جزئية ناظمية 2 من © تحقق 7 ح 1 فلن ل = 11 . 
۴۳ - لا توجد في RS‏ 
من أجل أي زمرة جزئية ناظمية × من © تحقق H‏ ح E+ K‏ فإن 17 - عل . 

البرهسان. 

لتكن 5 مجموعة الزمر الجزئية الناظمية في © والتي كل منها لا يساوي ٤‏ . 


.)١( )١(‏ لنفرض أن الزمرة الجزئية الناظمية ۸7 أصغرية في © ولتكن / زمرة 


جزتية ناظمية في © تحقق 7 > 2 . لنفرض أن 2 عد £ عندئذ 5 ع 2 وهذا يناقض 
كون 77 عنصر أصغري في 5 ومنه £ = 17. 

() =( لنفرض جدلاً أنه توجد في © زمرة جزئية ناظمية 8 تحقق : 
cH‏ 8ع £ وحسب )١(‏ فإن E‏ = 8 وهذا غير ممكن. وبالتالي لا توجد في © 





و ا ا و تحقق .E#.B CH‏ 
(۳) >(4). لتكن × زمرة جزئية ناظمية في © تحقق 2 ح 2 £ وحسب (") 
فإن 8 = 5 لأنه لا توجد في © زمر جزئية ناظمية × تحقق ]۸ E +  c‏ . 
.)١(> )٤(‏ لتكن ‏ زمرة جزئية ناظمية في © بحيث #رعد/ وأن كرح لر. إذا 
كل 7717 ل على لاسن مع لرن ا = 8 » أي أن الزمرة 8 
أصغرية في ©. , 
تمهيدية ۳١-۲-؟.‏ 

لتكن © زمرة و > < 7 زمر جزئية ناظمية أصغرية في ©. عندئذ ' 

| H.K = HxK 

البرهان. 

بما أن الزمر الجزئية £ ,۸1 ناظمية في © فإن الجداء .8 زمرة جزئية في 6 
وأن 86 زمرة جزئية ناظمية في ©. إن 87 ح 87617 لأنه إذا 
كان 8 = 2 م 8 نجد أن 2 ح 8 ولكون الزمرة × أصغرية في © فإن 2 = #1 
وهذا مخالف للفرضء ومنه 8 = ٤‏ ۸ 8 وهذا يبين لنا أن HxK‏ = ع1 8 ١‏ , 
تمهيدية ."-۲-٠۳‏ 

لتكن © زمرة و © + 7 فوا بورد اطلية ني 6و ا 
أصغرية و تبديلية في © وأن .۸1 = © . عندئذ: 
١‏ - الزمرة 8 أعظمية في ©. ظ 
.KnH=E - ١‏ 
۳ - إذا كانست الزمرة(2)6 > × فإن الزمسرة۸1 تكون ناظميسة فسي © 
وأن .G= HxK‏ 
البرهسان. 

١‏ - لنفرض أن 6غ 8 . لتكن 34 زمرة جزئية من © بحيث 14 > » لنبرهن 
على أن (1ه ).77 = 11. واضح. أن 1 ج (۸14 ).7 » لیکن ٤۸4‏ بد عندشذ ' 


اليس 











E xeG= H.K‏ حيث K‏ كع 8,1 he‏ ويما أن 34 he 87 c‏ فإن 
hix=keM,K‏ ومنه K‏ ^ 34 € برا 77 :وبالتالي (/ظة 0 6ل ). 17 € ¥. . وهكذا نجد 
أن (للاه M c H.(K‏ أي أن .M = H.(K ^M)‏ 

لنبرهن على أن الزمرة الجزئية ۸14 ۸ × ناظمية في ©. لیکن 6 > ج ولنبرهن على 
أن 14ص > .g(KNM)g"‏ لیکن ع( 1 هم )ع ء ×عندئذ يوجد 
KM‏ ء بر بحيث ' وررع = × وبما أن الزمرة عر ناظمية في © وأن 2 > بر نجد 
أن × ع !“عبرو = ×. من جهة أخرىء لدينا H.K‏ - 6 عع ومنه ,8 - و 
حيث 27 »ع ,7 k eK‏ ومنة kh = yh"‏ هنيع ابا = x‏ لأن k,ٍ,y e K‏ وأن 
الزمرة . تبديلية. وبما أن M‏ جح 37 he‏ وأن y eM‏ فإن 141 ء “هبرع = × 
وبالتالي 14م £ ع د. أي أن الزمرة الجزئية 14 ۸ × ناظمية في © وبالتالي 
الجداء (14 6 ٨1.)‏ زمرة جزئية في 6» وبما أن الزمرة £ ناظمية أصغرية في © 
وأن KAM CK‏ عندئذ إماخ - KOM‏ أو 8 - KOM‏ . إذاكان 
K‏ = )زه 1 نجد أن 14 ح K‏ ومنه © ح 14 ح .87 = © وبالتالي © = 4 . إذا 
كان 8 = )زم نجد أن 87 = /1. مما سبق نجد أن الزمرة 14 أعظمية في © 
١-لنفرض‏ أن 7 + 8 م5 عندئذ CK‏ 7م *. من جهة أخرىء؛ 
الزمرة K^ FH]‏ ناظمية في ©.» لأنه 6 ء Vg‏ و 7ج 61 Vx € g(FH‏ 
يوجد 5 م ye H‏ بحيث “وبع =× وبما أن 2 عبر وأن × ناظمية في © 
فإن * »ع*. من جهة أخرىء بما أن 7 - © عع فإن hk,‏ =€ 
حيث ۸ ء ,2,4 ٤‏ ر وبما أن الزمرة £ تبدبلية فإن 

x = hkyk lh" = hyh" e H 


ومنه ‏ م 8# » × أي أن الزمرة £ ۸ 7 ناظمية في 6 وبما أن K‏ > 016 17 وأن 


الزمرة , أصغرية فإنه H^ 1 = Kı‏ أو 8 - عم 7 . وبما أن :1ع 61 11 
نجد أن ۸ = 1م 7 أي أن K c H‏ ومنه © ح 8 c‏ 8.1 = © وبالتالي 8 = G‏ 
وق غير تكن فوا ر وو < ٠‏ 








* - لنفرض أن (©)2 ے £ عندئذ الزمرة 8 ناظمة 
و "چ ]اع € ×۷ يوجند 8 ع7 بحيث ' وزع - 
h, € H,k, € K‏ ومنه 0 


وأن gg hk;‏ حیسسث 


g = "و واطوارط‎ = h,hhy’ = he H 
g= H.K = Hx K أي أن الزمرة 8 ناظمية في © ومن‎ 
5 


تعريف. 


و 


لتكن ع + '6© زمرة لجدا 
مرة منتهية. نرمز لجداء جميع الزمر الجزئية الناظمية الأصغرية 
في © بالرمز (©)50 وتسمى ( © /0 ' .(sockel‏ : 


ينتج من التعريف مباشرة أن (506)0 زمرة جزئية فى 6 . 
تمهيدية .٤-۲-۱۳‏ 

لتكن ع + 6 زمرة. ولتكن ۸ ذم جز ية أسغرية فر 
١‏ ¬ (©)/بك ٠‏ 7" الزمرة الجزتية (©1)/ر ناظمية أ صغرية في © 
00 الجزئية (©)50 متميزة في ©. 

- الزمرة الجزئية (50)0 ناظمية في ©. 
البرهان. 

١ك O U Ss aS‏ ا جزئية 
ناظمية في ©. وبما أن £ ع ل فإن £ ع (25)/ . لتكن ۸1 ز 
بحيث /)K(‏ ع 87 عندئذ فإن (7)78/ زمرة 


6 . عندكذ: ' 


مرة جزئية ناظمية في © 
جزئية ناظمية في 6 
وأن K‏ ء (H)‏ “.مر ويا أن £ أمسغرية في 6 بيطا ms‏ 


.f(H)=E 


- إذا كان 5 = ( ۶)8 نجد أن 8 = 8 .' 
- إذا كان 12 = ۴)27 نجد أن (10)ثر = 8 . 
مما سبق نجد أن الزمرة (©1)/ أصغرية في . 


' كلمة ألمانية اصطلح على عدم ترجمتها. 
E i 0 :‏ 




















4 ض أن Soc(G) = HH, 00 ٠٠.77,‏ عندئذ أياً كان (411)6 > كر فإن 
J (Soc(G)) = £ (HH, 87, ٠... ( = e‏ 
f(H).f(F).f(H,).-*“.£(H,) c Soc(G)‏ = 
وذلك حسب )١(‏ وهذا يبين لنا أن الزمرة (50)06, متميزة في € . 
۳ - ينتج من المبرهنة (7-1): م 
زمسرة Fitting‏ . 
إن الزمزة المولدة بزمرتين جزئيتين عديمتي القوى ليس بالضرورة أن تكون زمرة 
عديمة القوى حتى ولو كانت إحدى هذه الزمر ناظمية؛ لأجل ذلك سوف ندخل المفهوم 
التالي: ْ ش 
تعريسف. 
Fitting‏ ونرمز لها (21)0/. 
مبرهنة ۴۳١-۲-ه.‏ 
لتكن 6 زمرة. عندئذ: 
١ ٠‏ - الزمرة الجزئية (۴/)6 متميزة في 6 . 
٠‏ ؟ - الزمرة الجزئية (۳۴)6 ناظمية في 6. 
- إذا كانت الزمرة © منتهية فإنها تحوي الزمرة (©)/1 . 
٤‏ - إذا كانت الزمرة © منتهية فإن (©)/171 > ۴٣)6(‏ . 
البر هسان. 

۸ علائذ‎ /(F)= ۸ لیکن (411)6 > / ولنفرض أن 7 = (©)/7 وأن‎ -١ 
زمرة جزئية ناظمية عديمة القوى في © ومنه ”اح (#)ير. أي أن الزمسرة(۸11)6‎ 
متميزة في © . ش‎ 

۲ - ينتج من المبرهنة (۷-۷). 


ان 


لتكن © زمرة. نسمي الزمرة الجزئية الناظمية عديمة القوى الأعظمية في © زمرة 





٣‏ - لنفرض أن الزمرة © منتهية وأن × الزمرة الجزئية الناظمية عديمة القوى فسي 
> ذات المرتبة الأكبر. ولتكن 77 زمرة جزئية ناظمية عديمة الق وى في © عندئذ 
حسب المبرهنة )١5-5-١5(‏ قإن الجداء .۸7 زمرة جزئية ناظمية عديمة القوى 
في .G‏ وبما أن ۸1.K‏ ح ٭ وحسب اختيارنا للزمرة 5 نجد أن 5.2 = £ وهذا 
يبين لنا أن × ے 8 . مما سبق نجد أن الزمرة > هي الزمرة الجزئية الناظمية 
الأعظمية عديمة القوى في © أي أن (©)/77/ = 8 . غ 
٤‏ - لنفرض أن الزمرة © منتهية عندئذ حسب المبرهنة )٠١-١-٠۳(‏ فإن الزمرة 
©)"7 عديمة القو ى في © وبما أنها EO‏ 
تمهيدية ١-؟-5,‏ 

لتكن © زمرة منتهية عديمة القوى. لذ كل زمرة جزئية ظمية أصخرية في © 
تكون محتواة في (2)6 ۾ 
البرهسان. 

لتكن زمرة جزئية ناظمية أصغرية في © عنداذ وحسب التمرين المحلول (11- 
(r‏ فإن £ ح ([Z,G})‏ كذلك حسب .التمرين )1-١5(‏ الزمرة )]2,G[(‏ ناظمية في 6 
وبما أن الزمرة 1 أصغرية في © فإنه إما = ((2,6]) أو 1 = ([6,]). 
لنفرض أن 1 = )]2,G[(‏ ولنبرهن بالاستقراء على أن (©1,)0 17 وذلك ۸ © 7. 
من أجل 1= ۸ فإن (6) :1 - © > 7 . لنفرض أن القضية صحيحة من أجل 1< ۸-1 


= ([Z,G} e ([F,, (O), G)=T,(G) 
وبما أن الزمرة © عديمة القوى وحسب‎ .۷” > ٨ ومنه نجد أن (6) ,11 وذلك‎ 
مما سبق لجد‎ آ٣‎ )G( = 7# يوجد 277 € 71 بحيث‎ )۱ ٠-۲-١۲( المبرهنة‎ 
والذي‎ (Z.G} = E أن £ = (6) ,1 52 وهذا يناقض کون £ + 7. وهكذا نجد أن‎ 
يبين لنا أن ( 2)6 ع ۰1 ۾‎ 


To 














مبرهنة ١-؟-لا,‏ : 
لتكن © زمرة وأن 34 زمرة جزئية ناظمية في ©. عندئذ 
ش Fir(G) c C(M)‏ 
اليرهان. ۰ 
لنفرض أن (6)+7 = ۸ وهنا نميز حالتين: 
- الحالة الأولى. إذا كان = ۸۸4 ۶ عندثذ بما أن كلا من الزمرتين 5,14 ناظمية 
في © فإن الجداء ۳.۸4 زمرة جزئية في © ومنه ۴ × )1 = 14.7 وبالتالي جسب 
التمهيدية )١-۲-۸(‏ فإنه يا كان ”ع × وأنه أيا كان 1٤ر‏ فإن برك بود 
ومنه (/0)0 ے ۴. 
- الحالة الثانية. إذا كان ع + 174 7 وبما أن الزمرة 24 ۴ ناظمية في © وأن 
FNM CM‏ وبما أن الزمسؤة ١14‏ أسسكرية في © تجسهد أن ل21 14م 7 
ومنه / ح 4 وبما أن الزمرة ۴ ناظمية في © وأن الزمرة(2)۴ متميزة في ۴ فإنه 
حسب المبرهنة (۷-۷) فإن الزمرة (2)7 ناظمية في 6 ومنه فإن 
الزمرة (2)7 ۸ 4 ناظمية في © -وبما أن 8 عد (2)7 ۸ 14 وذلك 5 التمهيدية 
سس وأن الزنمرة 134 أصغرية في © فإن /1 =(02)۴ 11 
ومنه (2)7 ے 14 وبالتالي (/1)© > ١1‏ م 
مبرهنة ١١-؟-6.‏ ْ : 
لتكن 6 زمرة منتهية. عندئذ الزمرة ((0)77)6 تحوي جميع الزمر الجزئية 
الناظمية الأصغرية في 6. 
البرهسان. ش 
لنفرض أن (۴)6 = £ و أن C)۴۲)6((‏ = 7 ولتكن 1 زمرة جزئية ناظمية 
أصغرية في ©. سوف نميز حالتين: 
- الحالة الأولى. لنفرض أن × ب وبما أن .2 زمرة جزئية ناظمية في © كما 
أن 1غ 2 م2 لأنه إذا كان 1 = 1012 فإن × ج 1 وهذا مرفوض. وبما أن 









LnKclL‏ أن الزمرة 7 أصغرية نجد أن 8 = 1,01. وحسب التمرين المحلول 
)1-1۲( فإن (IK, LJ) c LAK = E‏ أي أن =[£,[] ومنه 2= × ويالتالي 
- الحالة الثانية. بفرض أن ۸ ©۸ عندئذ فإن الزمرة الجزئية 7 ناظمية في ۸ 
وأن ‏ ع بك وبما أن الزمرة © منتهية فإنه توجد زمرة جزئية ناظمية في / 
ولتكن 14 بحيث 2 ح ۸14 وهكذا نجد أن (&)2 ے 14 وبالتالي E‏ غ01 (2)16. وبما 
أن الزمرة () ناظمية في > فإن الزمرة 2)K(۸1‏ ناظمية في © ولكون 
الزنمرةتم أصغرية في 6 فإن .2)K(۸1=1‏ مما سبق نجد 
أن H‏ ح o ‘ZC Z(K)‏ 


وه الزمر البسيطة. 
تعريف. 
نقول عن الزمرة © إنها بسيطة إذا لم تحوي زمر جزئية ناظمية تختلف عن 0و 2 ٠‏ 
تعد الزمرة البسيطة من الزمر تادرة الوجود وليس من المفاجئ القول إنه بين الزمر 
غير التبديلية والتي مراتبها أقل من 168 توجد زمرة بسيطة واحدة فققط هي ,4. 
وبين الزمر غير التبديلية والتي مراتبها أقل من 1000 توجد 5 زمر بسيطة فقط. 
وبين الزمر غير التبديلية والتي مراتبها أقل من 1000000 توجد فقط 56 زمرة بسيطة 
فقط. وندرة هذا النوع من الزمر وصعوبة ذراسته كان من الأسهل الإجابة عن السؤال 
التالي متى تكون الزمرة غير بسيطةء وقد تم إيجاد عدد من الاختبارات للزمر غير 
البسيطة وسوف نبدأ بالاختبار .التالي: ش 
مبرهنة "!-#- 1ل ' 
لتكن 6 زمرة منتهية غير تبديلية. عندئذ تكون الزمرة © غير بسيطة في كل مسن 


الحالات التالية: 


١‏ - إذا كانت "م > (1: ©) حيث م عدد أولي. 
۲ - ذا كانت وم = )G:1(‏ حيث هرم أعداد أولية مختلفة.: 
ش ۳1۷ 1 














البرهسان. : 1 0 

2)©( ع‎ E فإن‎ )ه<٠‎ TT )©6 :1( > لنفرض أن "م‎ - ١ 
وأن (7)6 + © لأن الزمرة © ليست تبديليةء كما أن الزمرة (©)2 ناظمية في‎ 
ومنه نجد أن الزمرة © ليست تبديلية. ش‎ .© 
؟ - لنفرض أن وم = (1: 6©). بما أن الأعداد ۾ ,م أولية مختلفة لنفرض أن ۾ < م‎ 
۸ فإن الزمرة © تحوي م -زمرة جزئية سيلوفية ولتكن‎ )4-٠١( وحسب المبرهنة‎ 
ويقسم‎ 2 > ١ وأن عدد هذه الزمر حسب مبرهنة سيلوف الثالثة يساوي 1+۸ حيث‎ 
/- 0 وم أي أن (وم ,ورم ,1) ع +1 وهنا نلاحظ أن هذا محقق فقط من أجل‎ 
ل ل ل ا‎ 
فإن الزمرة × ناظمية في © وأن 5 + ۸ كما أن G٭ ۸ . مما سبق نجد أ ن الزمرة‎ 
` , غير بسيطة.‎ © 

الاختبار الاي ين ذا أن لا توجد بين الزمر التبديية وغير لشفو اوور ا 
مبرهنة ۲-۳-۱۳ 

.كل زمرة بسيطة و تبديلية هي زمرة دوارة e‏ 1 أو عدد أولي. 
البيرهان. ` 

لتكن © زمرة بسيطة و تبديلية. ) ) 
- إذا كانت 8 - © يتم المطلوب. لنفرض أن ع © عندئذ يوجد 6€ 8 
بحيث ‏ + ۾ ومنه 8 (ع) زمرة جزئية ناظمية في € ولكون الزمرة © بسيطة 
فإن (ع) = ©. لنفرض أن ۸ = (ع)ه. عندئذ م > 7۸ لأنه في WINER‏ 
فإن (”ع) زمرة جزئية ناظمية في © وأن (ع) +€ لأنه إذا كان (ع) =€ 


فان (2؟) ٤‏ م وبالتالي يوجد 2 ع بحيث ”م = ع ٠‏ وهذا يناقض كون الزمرة 


دوارة وغير منتهية. مما سبق نجد أن © >7 . لیکن جر عدداً أولياً يقسم م عندكذ 
- #) © ولكون الزمرة © بسيطة فإن 8 - (”'”ع) ومنه نجد 
أن م = - (1: ,١)©‏ 


1۸ 





مبرهنة ۳-۲-۱۳ 
لتكن © زمرةو © ± ۸ مجرتي افيه فلي 6 . الشروط التالية متكافئة: 
١‏ < الزمرة × أعظمية في 6G‏ . 
G : َ‏ 
1>الزفرة - ا 


. اليرهان.. 


.)١(> )١(‏ لتكن 2 زمرة جزئية ناظمية في © وحسب المبرهنة )۳-۲-١(‏ فإن 
5 حيث 8 زمرة جزئية من © وأن ‏ > £ وبما أن الزمرة الجزئية 1 
| نا ية في © فإنه إما H=G‏ أو H =K‏ وبالتالي إما 5-۶ أو - 5 وهذا 
يبين لنا أن الزمرة - ينيط 


.)١(> )۲(‏ لنفرض أن الزمرة ف بسيطة ولتكن 77 زمرة ة جزئية من © تحقق تحققٌ 
© ح 8 ج K‏ وبما أن الزمرة e‏ فإن الزمرة × تكون باظمية 
في /8. وبالتالي فإن س زمرة جزئية من 52 . ولكون الزمرة © باتيطلة ا 
2 


1 جز‎ 8 3 5 H 
ل ۳= وهذا ينين لنا أنه اماق = يي أو × = 8 . ومنه نجد أن‎ 3 
يجين 0 و و 2 ل‎ E KR و‎ KE K 


الزمرة > أعظمية في ٠G‏ , 
مبرهنة .٤- ۳-١۳‏ ۰ 
للكن © زمرة و8 ,كر زمر جزئية ناظمية أعظمية في © بحيث 8 + 4 . علدفةٌ ‏ 
48 زمرة جزئية أعظمية في 4 وأيضا في 8 . ٠‏ 0 
البرهسان. 
نا کا 4,8 زمر جزئية ناظمية فإن ERS AAAS‏ 
في © وبما أن 4.3 4 وأن الزمرة 4 أعظمية عندئذ إما 48 =4 أو 48=€. 


000 ۳1۹ 

















إذا كان 48 - 4 عندئذ ` 4 = 48 ج 8 وبما أن 8 +4 فإن 82€ 2 4وهذا 
بناقض كون الزمرة 4 أعظمية. ومنه 48 = © وبالتالي 

G_ AB © 4 

2 B AB 


بما أن الزمرة 8 أعظمية في © فإنه حسب المبرهنة (5١-؟-")‏ فإن الزمرة 


'بسيطة وبالتالي فإن الزمرة 





کے بسيطة و أيضا جسب المبرهنة (1--") تكون 
الزمرة 8 ۸ 4 ناظمية و أعظمية في 4 . بشكل مشابه نبرهن أن الزمرة ۸4۸8 
ناظمية و أعظمية في ١.8‏ , 
مبرهنة ۲١-۳-ه.‏ 

ليكن ‏ عدداً صحيحاً موجباً غير أولي. إذا كان 1 هو القاسم الوحيد للعدد 7 الذي 
يحقق م -1001 >1 فإنه لا توجد زمرة بسيطة مرتبتها ٠.‏ 
البرهسان. 

لتكن © زمرة مرتبتها 7. وهنا نميز حالتين: 
- “مع »م حيث */ع+ عندئذ حسب المبرهنة )5-٠١(‏ فإن ع (2)©6 وبما أن 
الزمرة (2)6 ناظمية في © فإن الزمرة © غير بسيطة. ٠‏ 
- 'م ۸# وذلك ۷۲٤۸‏ عندئذ بيه =" وأن "مي ومنه فإن الزمرة © 
تحوي م -زمرة جزئية سيلوفية » وحسب مبرهنة سيلوف الثالثة فإن عدد هذه ازمر 
يساوي +1 ويقسم . وحسب الفرض فإن 1= 1+7 أي أن الزمرة © تحوي 
م -زمرة جزئية سيلوفية واحدة فقط ولتكن ك2.. إن 6+ × لأن د وهذه 
الزمرة ناظمية وهذا يبين لنا أن الزمرة © ليست بسيطة. , 

بالاعتماد على المبرهنة الأخيرة نجد أن الزمر غير ا والتي مراتبها بين 
1-0 هي 

12,24,30,36,48,56,60,72,80,90,96,105,108,1 12,120,132, 

144,150,160,168,180,192 








مبرهنة ٠١‏ -۳ 1 
لتكن رن صني LE‏ 6 حيث .م أعداد أولية مختلفة وأن 
م -1200 2د ۾ عندئذ الزمزة 0 ليست بسيطة. 
البرهسان. 
لنفرض أن وم = (1: ©) وحسب مبرهنة سيلوف الأولىء فإن الزمرة © 
تحوي و زمر جزئية سيلوفية» وعدد هذه الزمر يساوي +1 ويقسم وم وذلك 
حسب مبرهنة سيلوف الثالثة. أي أن إو ,2,4 ,1) = ۸ +1 وحسب الفرض نجد أن 
هذا محقق فقط عندما 0 = ۸ أي أن الزمرة © تحوي مر -زمرة جزئية سيلوفية واحدة 
فقط وحسب المبرهنة )١5-٠١(‏ فإن هذه الزمرة تكون ناظمية في © وهذا يبين لنا أن 
الزمرة € ليست بسيطة. , 


3 


إذا كانت © زمرة منتهية مرتبتها وم حيث ورم أعداد أولية مختلفة عندكئذ | 
الزمرة € ليست بسيطة. 1ْ 


البيرهان. 


بما أن وو افرح أن ي < ر عندثذ 9-1 لا يقسم م وحسب المبرهنة (11- 
؟-1) فإن الزمرة © تحوي م -زمرة جزئية سيلوفية ناظمية ولتكن وان 
6 + × + £ ومنه فإن الزمرة 6 ليست بسيطة. 1 
تمهيديسة e‏ 

لتكن © زمرة منتهية بسيطة وغير تبديلية و م عدداً اا ر 
عندئذ فإن عدد جميع ال م -زمر الجزئية السيلوفية في © أكبر من. الواحد. 
البرهسان. ۰ 

بما أن م يقسم مرتبة الزمرة © فإن الزمرة © تحوي «-زمرة جزئية سيلوفية 
واحدة على الأقل ولتكن . × . وبما أن الزمرة © بسيطة وغير تبديليةء فإنه حسب 
المبرهنة )5-٠١(‏ أي كان */3 © 7 فإن ”م = (1: ©) وحسب المبراهدة الأسامية فسن 


۳۷1 




















. الحساب يوجد عدد أولي و يقسم مرتبة الزمرة ©. ومنه فإن ±6 كر عد كد . إذا 
كانت الزمرة × هي الم -زمرة الجزئية السيلوفية الوحيدة في © فإن الزمرة × 
تكون ناظمية في © وهذا يناقض كون الزمرة © بسيطة. مما سبق نجد أن عدد جميع 
الم -زمر الجزئية السياوفية في © أكبر من الواحد. , 
مبرهنة ۸-۳-۱۲. 

لتكن © زمرة منتهية. إذا كانت وم - (1: ©) حيث ورم أعداد أولية مختلفة, 
. .عندئذ الزمرة © ليست بسيطة. 
البرهان. ٠‏ ) 
< حسب مبرهنة سيلوف الأؤلى فإن الزمرة ٠‏ © تحوي ب -زمرة جزئية سيلوفية 
وأيضا تحوي ۾ -زمرة جزئية سيلوفية. لنفرض أن ۸,٨,‏ عدد جميع الم -زمر 
الجزئية السيلوفية وعدد جميع الي -زمر الجزئية السيلوفية على الترتيب. وحسب 
مبرهنة سيلوف الثالثة فإن (2م,وم ,مرو رص ,1 ٠#:‏ لنفرض أن 
1< ,1۸< ,۸ عندذ ,۸ يقسم © ومنه 4= ,7 وبما أن ا +1= ,” نجد أن 
.q> Pp‏ اماعية ى ,7 يقسم م ومنه إما 2م = ,5 أو - ,. وبما أن 
كل عنصر من © مرتبته ۾ يولد زمرة جزئية مرتبتها ۾ والتي تشكل ۾-زمرة 
جزئية سيلوفية في ©. وبما أن أي زمرتين جزئيتين مختلفتين مرتبة كل منهما 4 
يساوي 8 نجد أن الزمرة € تحوي (1 -0), عنصراً مرتبته 4 . ۰ 

إذا كان ”م = ,5 عندئذ فإن الزمرة € تحوي م = (1-و) 2م -و2م عنصرا 
مرتبته لا تساوي ۾. لتكن > عبارة عن مر-زمرة جزئية سيلوفية في 6. عندذ 
فإن 2 لا توي عاضر مرها و ونما أن مح (1:) ند أن 1 سي 
الم -زمرة الجزئية السيلوفية الوحيدة في © وهذا يناقض كون 1< ,#. ومنه نجد 
أن ي = ,” أي أن م = 1+8 والذي يبين لنا أن و<م وهذا يناقض كون 
قر 45 ما سبق نجد أن الؤمنة 6 ليست 'بسيظة: ., 





.4- ۳-١١۲ مبرهنة‎ 


لتكن © زمرة منتهية. إذا كانت وم = (1: ©) حيث ”,و,م أعداد أولية مختلفة 


عندئذ الزمرة © ليست بسيطة. 
البرهان. ظ 
لنفرض أن < ي < م ولنفرض جدلاً أن الزمرة © بسيطة. ولنفرض أيضا أن 
,” هو عدد جميع ال م -زمر الجزئية السيلوفية في ©.. ٠‏ 
,7 هو عدد جميع الب -زمر الجزتية السيلوفية في ©. 
,۸ هو عدد جميع ال٣‏ - زمر الجزئية السيلوفية في © . 
وحسب التمهيدية (۷-۳-۱۲) فبإن 1 < ,1,7 < ,1,2 < ,: ويمسا أن تقاطع أي 


م -زمرتين جزئيتين سيلوفيتين مختلفتين من © يساوي £ نجد أن الزمرة © , 


تحوي (1- م),ر: عنصراً مرتبته ص ٤‏ وتحوي (7,)4-1 عنصرا مرتبته ۾ وتحبوي 
A SO‏ 

(r —1)‏ _م+ (1- و) + (1- م)مه +1 (GC: = pqr‏ 
وحسب مبرهنة سيلوف الثالثة نجد أن 
n, =1+ kp -‏ ويقسم 9# وبما أن 1< ,”7 و < ممصو < تر نجد أن 4۲ = ,۸ . 
k4 ¬‏ +1 - ,7 ويقسم #م وبما أن < بو فإن م < ١:2,‏ ش 
١1120 -‏ 
وهذا يبين لنا أن 

(1- ")و + (1- وم D+‏ م 

ومنه 7-1()4-1(>0) وهذا غير ممكن. مما سبق نجد أن الزمسرة © ليست 


إن ° 0 


YY 

















-١‏ 4. العلاقات والمولدات. 

في هذه الفقرة سنقدم طريقة مناسبة لتعريف زمرة باستخدام ميزات خاصة بها. 
بيساطة سنبدأ بمجموعة من العناصر والعلاقات التي نريد من خلالها توليد زمرة: 
ومن بين كل ازمر الممكنة سدختار أكبر واحذة من هذه الزمن: 
ا ا وات 

لتكن +...,ء,8,م4 = 5, مجموعة من الرموز المختلفة ولنعرف مجموعة جديدة 
(... "ع ,"م = 8-1 وذلك باستبدال كل عنصر × من 5 بعنصر جديد هو 


ا ولنعرف المجموعة (5) 7 المؤلفة من جميع العلاقات المنتهية Ky‏ 23 


. حيث "8ں 8 »> ,× لأجل كل دليل:. عناصر المجموعة (77)5 سندعوها كلمات من . 


5 وسنعتبر أن العلاقة التي لا تحوي أي عنصر من 5 أو 5 هي كلمة من (5) 7 
وسندعوها الكلمة الخالية ونرمز لها بالرمز ء. لنعرف على المجموعة (77)5 علاقة 
ثنائتية ( قانون تشكيل داخلي) بالشكل أي كان (5) 7> ,ر لطر ° 36 و2630 
فإن 

(5) 17 ع ,ر رونل 0[ ,36 ٠٠١‏ و32 
واضح أن هذه العملية تجميعية وأن الكلمة الخالية في (5) 77 هي عنصر حيادي. 
من الملاحظ أن الكلمة 46-7 ليست هي العنضر الحياديء لأنه حسب تعريف عناصر 
المجموعة (77)5 فإن هذه العناصر هي صف لرموز من £ و54 بجائب بعضها 
بعضاً ولا تعني أي شيء آخر. إلى هنا نجد أنه كي تكون المجموعة (177)5 زمرة هو 
أن يوجد لكل عنصر من (7/)5 مقلوب. وهنا تبرز الصعوبة لأنه منطقيا يجب أن 
يكون مقلوب الكلمة 8 هو الكلمة !5767 ولكن حسب تعريفنا للعملية على (8) 7 
فإن الكلمة 258-72-7 هي ليست الكلمة الخالية. لنورد الآن الطريقة التي تضمن لنا 
وجود مقلوب لعناصر المجموعة (77)5 وهذه الطريقة تبدأ من خلال تعريف علاقة 
تكافؤ على المجموعة (5) 17. 


ا 2ج شيو 





تعريسف. 
من أجل أي عنصرين (5) 177 «,» سوف نقول إن العنصر /: مرتبط بالعنصر « 
إذا كان بالا مكان الحصول على العنصر « من العنصر »> عن طريق إجراء عدد منته 
من الاختصارات من انكل تعد أو دا د حيث ؟ ٠ .× ٤‏ 
تمهيدية ,.١-4-١‏ 
إن علاقة الارتباط على عناصر المجموعة (77)5 الواردة في التعريف السابق هي 
علاقة تكافق على المجموعة (77)5. 
البرهسان. 

سنتركه تمريناً للقارئ , 
نثسال: د ا 
لنأخذ المجموعة (ه,5,») = 5. إن العنصر 40678 مكافئ للعنصر طه. والعنصر 
bace‏ 505 مكافئ للعنصر عوذهوه . كذلك فإن الكلمة لني ؤؤون”م تكافئ 
الكلمة الخالية. وكذلك الكلمة 66-78 مكافئة للكلمة .cc cada lbbcaacbT‏ 
بوذا ١ BENS Fee e A‏ 


.۲!-٤-١۴۳ مبرهنة‎ - 


كن 8 خر عة و 6# رفز ام التكافق المولد با و الو 7 
عندئذ مجموعة كل صفوف التكافؤ لعناصر رعا إلى 
العملية بم: = 7.7 وذلك أياً كان (5) 17ج ناره. 
البرهان. 

لنفرض أن 

© - 7: eW (S)} 
مجموعة صفوف التكافؤ ولنبرهن على المجموعة © زمرة. واضح من التعرينف أن‎ 
العملية 20 = 7.7 داخلية على © وذلك أياً كان © © 7,7. لنبرهن على أن هذه‎ 
العملية معرفة جيدا. ليكن © © ,7,7,,7,7 بحيث ,7= <,,7= 7 ولنبرهن على أن‎ 


Ne 


‘UV =U, 
بما أن 7= 7 فإن الكلمتين ري متكافئتان ومنه تكون الكلمتان ,ت و ۷ء4‎ 
كذلك بما أن 7= 7 فإن الكلمتين ,۷ا ,»ا متكافتتان‎ UV = UY متكافئتين ومنه‎ 

وبالتالي نابي > نارية. مما سبق نجد أن نامة - 7.7. 
كما أن العملية (.) تجميعية لأنه ايا كان © > 7,7,7 فإن 
uw) = T() = (FW)‏ = سرزممة) = (EV) = (uv)‏ 

وأن صف التكافو المولد بالكلمة الخالية هو حيادي بالنسبة إلى هذه العملية ولنرمز 
لهع. كما أنه يوجد لكل عنصر من © مقلوب لأنه إذا كان © e‏ 7 حيث (5) € #4 
ولنفرض أن ٠٠١,‏ ودر = 4 عندئذ 
xg x; eF(S)‏ ويد بعر v=‏ 
و = ب هو الكلمة الخالية ومنه © IY =e‏ . مما سبق نجد أن © زمرة. م 
تعريف. : 
نسمي الزمرة المعرفة في. المبرهنة السابقة بالزمرة الحرة على 5.. 
مبرهنة ,"-4-1١*‏ 

كل زمرة هي صورة مباشرة لزمرة حرة وفق تثباكل زمري غامر. 
اليرهسان. 1" 

لتكن © زمرة و مجموعة مولدات الزمرة ©. (المجموعة 5 دوما موجودة 
لأنه بالإمكان أخذ © بمثابة 5). ولتكن # الزمرة الحرة على (مجموعة 
مولداتها 5). وبما أن كل كلمة من (77)5 هي عبارة عن جداء منته. لعناصر من © 
(عنصر من ©) ولأجل ذلك سوف ندخل الرموز التالية: | 
سنرمز للكلمة ٠٠×,‏ و#رت× في (5) 7# بالرمز ٠٠×,‏ ودود وللجداء 
0 ورد * في © بالرمق ي( اا لى فتك فان اتر 
٠#,‏ ودر يرمز إلى صف التكافو في / الممثل بالكلمة م( ٠٠٠+,‏ وندينة,*) ٠‏ 


نلاحظ أن كلا من ی( ,×۰ ودية*) و Xn)‏ ةن يمكن أن يکونا عنصرین 


ME 





مختلفين؛ لأن العمليات في (77)5 و © مختلفة. لنعرف العلاقة © ج / : © بالشكل 
التالي ش 
6( 6و3 06) = X23; ***X JF)‏ ,20)) 09 
واضح أن زفق تطبيق لان الأخفار ك فتن الشبكل 1“ XX‏ أو ! * لخاصر (7/)5 
توافق ذات الاختصارات في ©. وأن ٠‏ 
= (م(رنز: ٠١‏ ول[ ولق رللرركة POX ٠٠‏ = [ جر( ,¥ 20070000000 )2 
(V2 ° "Yn )g =‏ و( (23s ‘HAY "Yn )g = (X233 Fn‏ 5 
( جر( ول[ P(X; ٠*6, r P(OY2Y3 ٠٠١‏ = 
أي أن © تشاكل وهو غامر لأن المجموعة 5 مولدة للزمرة ,.١©‏ 
مبرهنة ۳ .٤-٤-۱‏ 
كل زمرة تماثل زمرة الخارج لزمرة حرة. 
البرهان. ش ش 
لتكن © زمرة بالاعتماد على المبرهنة الأخيرة توجد زمرة حرة 7 و تشاكل ' 
زمري غامر © ج ۴ : © ومنه e۲۵‏ / 17نم ۰G‏ , 
نقول عن الكلمة (5) 7ء س إنها غير قابلة للاختصار إذا كانت من الشكل 


4 


W = LX E 
T= 1,2,3,“ 2 حيث 21 = ,ی وأن ' رمغ‎ 
ْ .ه-4-١۴۳ مبرهنة‎ 
لتكن 5 مجموعة ما. إن كل صف تكافؤ لعناصر من (77)5 يحوي كلمة واحدة‎ 
البرهسان.‎ 
,4ر4 =« حيث (8) 67 ,۾ من‎ ٠٠:4, م1 ولنفرض أن‎ ٤7 )5( لتكن‎ 


أجل :5 1 >1 : ولنفرض أن 6 > « وأن © = .W‏ . لتقرض أله تم تعيين: الكلمة W,‏ 


YY 

















رشون الكلفة يرن نيد E‏ 

- إذا كان آخر عنصر في الكلمة ,س لا يساوي به لنضع ۷,0 = ر۰۷ 

- إذا انتهت الكلمة ,1# بالعنصر ,6 أي إذا كان رمج = ,ند عندئذ العنصر 2 
يتعين بشكل وحيدء لأنه إذا كان 4ر2 = 2,4 فإن رع - ,2 وذلك حسب التعريف» 
وفي هذه الحالة نفرض أن 2 - ,#. ش 

وهكذا نجد انه بالاستقراء تم تعيين الكلمات ,۷ ,٠۳ء٠۳‏ من الواضح أنه إذا 
كان 0 = ” فإن © - ,س كما أن الكلمات ,س هي كلمات غير قابلة للاختصار 
ور > : > 0. بالإضافة لذلك فإن الكلمة ,10 تكافئ الكلمة ٠٠٠,‏ ,ههه لأجل كل 
# > >1 ومنه فإن 7 - ,7 . وهنا نجد أنه إذا كانت الكلمة م1 غير قابلة 
للاختصار فإن ر« = ٠ ٤‏ 

لنبرهن الآن أن أي كلمتين متكافئتين تكونان متطابقتين. لتكن 

© ريم ٠١64‏ و0 ج08 = U‏ 


n 


. Y= Q08 ٠-١ A,X A, ** “a 
٠ ولنفرض أنه تم تعيين الكلمات‎ . + ٤7 حيث. (8؟)‎ 
Uo = CU ولاو‎ s4 ** U, 
Vo = EV وو‎ 3 Vga 

وذلك بحسب طريقة البناء الموضحة أعلاه فنجد أن 

Ho = Voll حت‎ Va = Vg, =, 

ولنبرهن الآن أن ,,.< = ,». نميز حالثين: 

- إذا كانت نهاية الكلمة ,: لا تساوي "× عندئذ ,»= ,« وأن ,= ب,,لا. ومنه 
يكون ,« = ې« وبالتالي يكون ر۷ = ٠1,‏ 

- إذا انتهت ت الكلمة » بالعنتصر ادير فان ! - e‏ دمج = ع وبالتالي 

E‏ ,» ولذلك يكون .> ,۷ و =z‏ 22 ب« وأن ,4 = 2×1 = وہر۷. 

وفي كلا الحالتين نجد أن ,۷= ,4 ومنه نجند أن رہ ,۷= ,۷ حيث 
„i = 012,“ ,)2-7(‏ ش ش 
YA‏ 








العلاقات والمولدات. 
: لقد وضعنا أسساً لتعزيف زمرة عن طريق.المولدات والعلاقات» وقبل ذلك سنوضح 
خطوات العمل عن طريق المثال التالي: 
فيان 11 

لتكن 7 الزمرة الحرة على المجموعة (64,5) ولتكن 37 أصغر زمرة جزتية ناظمية 
في ۴ والتي تحتوي على المجموعة (464,52,)40(7 والتي يمكن دوماً إيجادها. 
انبرهن على أن الزمرة > تمائل .D,‏ 
نلاحظ أن التطبيق ,2 ج۳ :م المعرف بالشكل 17 = (ط)م و ا = (۾)م حيث 
يمثل الدوران بزاوية*90 أن 7 هو الانعكاس بالنسبة إلى المحور الأفقي» هو 
تشاكل ونواته تحوي 37 ولكونه غامرا فإن ۸1 × م / 5 . من ناحية أخرى: إن 


السمنواهة 


5-35 


bN,a DN}‏ ته , لاقطه , قط 4137 ,37 2ه ,لزه ,27 ) - جز 

ولتي كاضر ها ف راف الإسازية ار إن * = لإثبات ذلك يكفي 
نبرهن أن د مغلقة بالثسبة إلى الضرب من ال أو b‏ . واضح أن 
EE‏ ب يمكن أن يولد مسن / و جسداء مناسب مسن السار لقسوى 
واضح أن مغلقة بالنسبة إلى غملية الضرب من اليسار به. 

لنبرهن على أن > مغلقة بالنسبة إلى عملية الضرب من اليمين ب 5 وسنكتفي بحالة 
واحدة فقط من الحالات الثماني. لنأخذ العنصر الثاني × © ١ه‏ ولنوجد (/8)63. بما 
أن N‏ = 40(37) وأن 37 = “ى نجد أن 3ه = ^ = 30827 وبما أن الزمرة /1 
ناظمية فإن مط = ط4ط ومنه × = طط أي أن 33/5 = ”ط4۸ وبالتالي 
بما أن N‏ = 523/7 وأن الزمرة ۸ ناظمية فإن £ > 43837 = ([)ط. بشكل مشابه 


¥۹ 








ولتكن 


Ha قومرم‎ Ww = Ww ات نا ل‎ W, = لوو‎ = 3 Wry =e) 





يرهن على الحالات البتقية. يه + تملك على الأكثر ثمانية 














E 3‏ الل 2 م ع . : 
فا غر غلم أن 0-7 تملك ثمانية عناصر فقطء وبما أن 21 عندئذ الزمرة 8 تمائل زمرة خارج للزمرة ©. 
ا 4 1 F 2 Kero.‏ 0000 ا البرهسان. 
هي زمرة الخارج للزمر بر 7 > نف N‏ نلاحظ أن مجموعة مولدات كل من الزمرتين ,© هي ذاتها المجموعة 
تحوي ثمانية عناصر ومنه xD,‏ 0 0 "وو و0 و14 ٠ A=‏ لنفغرض أن F۴‏ هي الزمرة الحرة على المجموعة 4 
١ 1 0 1 er‏ 
1 ص | وأن 1 هي أصغغر زمرة جزئية ناظمية في ۴ تحوي 


المجموعة ( ٠٠١,11,‏ ون ,ر۷ و9 = 7 وأن 4 هي أصغر زمرة جزئية ناظمية 


في ٣‏ دحوي المجموعة {Wo Was Was Wr Wry Weak}‏ = و17 . وحتساب 


. لتكن © زمرة مولدة بالمجموعة إ4 , “,1 ,ر ,4) = 4 ولتكن ٣‏ الزمرة الحرة 


على 4 ولتكن [,#, ٠‏ ول و10 و ا) = 17 مجموعة جزئية منن ۴ وأن ۸ أصغر 


التعريف فإن 
زمرة جزئية ناظمية من ۴ تحوي 7. . نقول إن الزمرة © معينة بالمولدات 00 5 
HI xs e‏ ديح ٠.‏ 
٠*0,‏ *وو0 :ج642 والعلاقات مع ,¥ ع ٠.٠١‏ ع و1 = راز ع م إذا وجد تشاكل زمري kK Ka‏ 6 


وبما أن ,17 ح ,7 فإن ر ع ,£ وبالتالي فإن , زمرة جزئية ناظمية في & ومنه 


غامر fing‏ بحقق ,ے = j )4,N(‏ لأجل كل 1=1,2,...,۸. تعبر عن 
ش ْ حسب مبرهنة التماتل. الثالثة فإن 


الزمرة © فى هذه الحالة بالشكل 
1 (- بلا عل مد و = ر = 9 | ,21,22,23( = G‏ 

يجب التنويه إلى أننا في التعريف افترضنا أن مجموعة المولدات والعلاقات هسي 
مجموعات منتهية وهذا شرط غير ضروري. بالإضافة لذلك في معظم الأحيان مسن 
الأنسب كتابة العلاقات بشكل ضمني» فعلى سبيل المثال العلاقة ع = هه تكتب 
بالشكل »7 = 5ه. ٠ ٠‏ 
بالعودة إلى المثال )١(‏ فإن الزمرة ,2 يمكن التعبير عنها بالشكل 

D, = إؤ,ه)‎ a" = 52 = (ab) = e) 

مبرهنة .5-4-1١‏ (1882,/عبرط) . 

لتكن 


حيث = /. وهذا بين لنا أن الزمرة 7 تمائل زمرة الخارج للزمرة © , 
ELE‏ 0 
لتكن © زمرة ممثلة بالشكل 

(a,b| a” =b* = )0(2(‏ = © 
لندرس تكوين الزمرة © ش 
بفرض أن هي الزمرة الحرة على المجموعة (6,5) = 4 وأن 37 هي أصغر زمرة 
جزئية ناظمية في 7 تحوي المجموعة [4” 4,0 ”(ه)). لنحاول دراسة الزمرة © 
من دون استخدام الزمرة 7. لنفرض أن (5) = 7 وأن (/7,25) = 5 فنجد كما في 
المثال )١(‏ أن المجموعة 5 مغلقة بالنسبة إلى الضرب بالعناصضر 4,5 من اليسار 
ا 1 





© = )6 ۷ج رW = ™ أيه ".و9 ووه‎ O =e) 





























G= Hua ùiy‏ وهكذا نجد أنه لتحديد عناصر الزمرة © يكفينا معرفة عدد 
عناصر الزمرة/1 EET E SCE E‏ 
أن طهطه = ”(ط) = 52 ومنه »5ه = 5. كما أن 
aba‏ = وطثومه.- a = 7 = (aba)(aba)‏ 
أي أن = *5. ؤهكذا نجد أن الزمرة 7 تملك على الأكثر أربعة عناصر وبالتالي فإن 
لزمرة © تملك على الأكث ثمانية عناصر وهي بالتحدية ش 
e,b,b*” ,b” ,a,ab, ab” ,ab ١‏ 
ومن الممكن أن تكون هذه العناصر غير مختلفة. , 
مثال ۳. 
لتكن © زمرة ممثلة بالشكل 
=(a,b| a =b° =e,a ba =D")‏ © 
لندرس تكوين الزمرة © ٠‏ 
لنأخذ الزمرة (5) = 27 فنجد أن 6227ب وب 7 = . وهكذا نجد أن . 
G={ab| 0 > 1> 2,0 > j S8}‏ ` 
ومنة فان الزمزة © تملك على الأكثر 27 عنضرا.:وبملاخطة أن و “ةة كسد 
ba1 = aba‏ م) b=‏ وبما أن 56ه = ثم فإن ` | 
`b = ebe = a ba? = a? (a7 ba)a? = a?b a? =‏ 
a "(ab "a)a = aba = þ"‏ = | 
وف ك تو وين إل و وک ل وكام وها ين قان ازن نوی 
ثلاثة عناصر مختلفة وهي ٥,4,4‏ ۾ 
مبرهنة 4-1-.. .)Cayley,1859(‏ 
توجد فقط خمس زمر مرتبة كل منها تساوي 8. 
البرهان. 
لتكن © زمرة مرتبتها تساوي 8. 


انا 1 نبو 








- إذا كانت الزمرة © تبديلية فإنه حسب النظرية الأساسية للزمر التبديلية المنتهية 
تبين لنا أن الزمرة © تماثل واحدة من الزمر التالية 
ش 2 
و2 © 2 
و7 © ,7 © 2,7 

- لنناقش الحالة التي تكون فيها الزمرة © غير تبديلية. 
لنأخذ الزممرة ,6 الممثلة بالشكل 

a = b” = (ab) =e) 
ولنأخذ أيضا الزمرة ر الممثلة بالشكل‎ 

G, = (a,| a^ -57 = )65(* (‏ 
وبالاعتماد على المثال )١(‏ نجد أن ,2 < ,© وحسب المثال (؟) فإن ي2 نہ ي6. 
لهذا السبب يكفي أن نثبت أن الزمرة © تحقق العلاقات المعينة للزمرة 6 أو العلاقات 





9-6 


المعينة للزمرة ي6. واضح أن الزمرة © تحوي عنص را مرتبته4 وليكن ». 
لیکن © ع 5 بحيث (4) 6 5 وهذا يبين لنا أن . ْ 
(a)b = {e,a, a” , a ,b,ab, a” b,a*b}‏ ن (ه) = © 
بما أن ( Bê‏ فإن ذه ع , 72 عد a,b‏ عد ره ع م8 . من جهة أخرى؛ بما أن © زمرة 
و (eG‏ فان ٠‏ 
„b,ab,a”b, ab}‏ ثه, b? e G = {e,a,a?‏ 

وما نالعال 3 TT‏ و عن O‏ 

82 ع‎ b,b ع‎ ab,b? ع‎ a b,b” + ab 
ومنه فإن (3م,2مورو,ءواء ط. كما أن ۾ + 837 لأنه في الحالة المعاكسة نجد‎ 
اوضق وا غك يهنا ف ان غ الأنه في سق لطا نه‎ 
PSE فد سكن هنا سق كف أنه إن ود وا‎ Ro ونوك ا‎ 


0 YAY 











- إذا کان e‏ = وا أن e‏ ا bab" € (a e‏ 
ومنه (©)0 = (!-0)545 وهذا يبين لنا أنه إمأج = ' وط أو ديع “ؤوق. إذا كان 
۾ = "طم نجد أن الزمرة © تبديلية وهذا غير محقق. مما سبق نجد 
أن حو = bab"‏ وبما أن ع = 52 نجد أن ع = ”(40) وبالتالي تكون الزمرة © 
محققة للعلاقات المعينة للزمرة ,6 ش 

- إذا كان 2م = وبمناقشة مشابهة نجد أن ”۾ = (a0)‏ واا تكون الزمرة € 
محقق للعلاقات المعينة للزمرة ي6©. 

تلبق آخر ممتع للعلاقات والموئدات سوف نستخدمه لأجل تصنيف الزمر الثقائية. 
من أجل 3 < سوف نرمز للزمرة التناظرية للمضلع المنتام دي 1 | وا 
بالرمز ,لاحيث. 
ليس (ab)? =e)‏ = 62د .D, - )©,8[ a"‏ 
سوف نعرف الزمرة الثنائية غير المنتهية ,2 بالشبكل 

2 = (a,b| a? = 82 = e( 
إن عناصر هذه الزمرة هي‎ 
€e,da,b,ab,ba a (ba)b, (ab)? , (ba) , (ab)? a a b,(ab)*,(ba)?,. 

.۸-٤-۱۳ مبرهنة‎ 

كل زمرة مولدة بزوج من العناصر مرتبة كل منها تساوي 2 هي زمرة ثنائية. 
البرهسان. 5 

لتكن © زمرة مولدة بعنصرين 4,8 مرثبة كل منها تساوي 2. سوف نورد ا 
نحسب مرتبة الجداء 68. 

- إذا كان مه = (5ه)ه0 عندئذ الزمرة © غير منتهية وتحقفق العلاقات المعينة 
للزمرة 2 . لنبرهن على أن ,2 ہ عه . لدينا حسب المبرهنة (" )۷-٤-‏ فإن 
الزمرة © تماثل زمرة خارج للزمرة 1 لنفرض أن ع2 به ع حيث 7 زمرة جزئية 


ناظمية في 2 . لیکن 7 € × بحيث e‏ ج × وبما أن كل عنصر من ے2 يأخذ أحد 





الأشكال التالية 8 '(0,)66 '(65), '(25(',)50) ويسبب التناظر سوف نفرض أنه إما 
x = (ab)'‏ أو .x = (ab)' a‏ 
- إذا كان '(40) = × عندئذ. 
H = (ab)' H = (abH)'‏ 
ومنه 52('3ه) = 2587(7) وبما أن 
(abH)' = bla" H = bal‏ ع H‏ 8(7رطه) 
وهذا يبين لنا أن aHabHaH = baH = (ab)‏ وهكذا فإن 


= (aH, bH) = (aH,abH) ظ‎ 





ويما أن الزمرة تحقق العلاقات المعية للزمرة, م (وذلك بفرض 
أن 57م = ,1ه = × ) وهذا يبين لنا أن الزمرة © منتهية وهذا غير ممكن. .. 
- إذا كان ۾ x = (ab)‏ عندئذ (ab) Ha‏ = لله )ab('‏ = 17 ومنه 
(abH)' = (ab)' H = (aH)' =a 1H = aH‏ 
ومنه نجد أن (4527) > (027,2517) = (477,071) بالإضافة لذلك فإن 
H‏ = وتو = (abH)”™ =(aH)*‏ 
وهذا يبين لتا أيضا أن الزمرة 





الفرض. مما سبق نجد أن 
الزمرة (©) = 1 أي أن الزمرة .0 × ©.. 

- إذا كان بم = (65)ه عندئذ وبما أن (طه,ه) = (5,ه) = © عندئذ فإن 
الزمرة ,2 ہ © وذلك لأن '(طه) = ط(ط4)ط والذي يكافئ 65(7) -26 وهذا ينتج . 
من كون جق - "هط = "(طه) وذلك لأن مرتبة كل من 5,ه تساوي ١2‏ , 


1 ْ TAo 




















١-تعريف.‏ 5 1 
نقول عن الزمرة التبديلية © إنها أساسية إذا وجد عدد أولي م يحقق 
VgeG; g” =e‏ 

لتكن © عبارة عن مر -زمرة. إذا كان Fr(G)= E‏ عندئذ الزمرةË‏ هي زمرة 
تبديلية أساسية. 
الحصل. | 

لنفرض أن ”م = (1: 6) حيث *27 7 وأن £ = (۳)6. حسب المبرهنة (؟5١-‏ 
1-9) تكون الزمرة © عديمة القوى وحسب المبرهنة )١5-1-117(‏ يكون 
G'c Fr(G)= E‏ ومنه 8 =€ أي أن الزمرة ©تبديلية. لتكن 14 زمرة جزئية 
أعظمية فى © وحسب المبرهنة )١5-١-١5(‏ تكون الزمرة 34 ناظمية في © ومنه 
فإن مرتبة الزمرة + تساوي ي حيث ي عدد أوليء وبما أن "م = (1:©) نجد أن 
م = 7:1 وبالتالي 14> ”عم :0 > ع8 وهذا محقق لأجل كل زمرة جزئية 
أعظمية في © ومنه 
Fr(G)=E‏ € لع VgeG:;‏ 
. وبالتالي ء = ”ع6 » ع۷ أي أن الزمرة © أساسية. , 

۲ -لتكن © زمرةو ۸4 +€ زمرة جزئية في G‏ وم عدا أوليا. إذا 
كان م = (14: ©) عندئذ الزمرة الجزئية 34 أعظمية في 6 . 

الحسل. 

لتكن £ زمرة جزئية في 6 تحوي 314 وحسب المبرهنة (؟1-1-؟) فإن 

p=(G:M)=(G:K\(K : ( 


Ww 








ومنه إما م - : ©) أو 5-1 : ©). إذا كان م )G:۸(=‏ عند 1= وز : 6) 
وبالتالي ۸4 = > . إذا. كان 1= K(‏ : ©) فإن ‏ = © وهذا يبين لنا أن 
الجزئية 34 أعظمية في ©. ر 


الزمر ه 


۳ - أثبت أن الزمرة 
ش (a, a 7 = e,ba = 0b)‏ - 6 

تمائل الزمرة ر7 . 

الحل. 

لإثبات أن ,2 .م © يكفي إثبات أن الزمرة © دوارة ومرتبتها تساوي 2. لدينا 
(ab)? = a(ba)b = a(a?b)b = ab?” = a? = ba? = b(ba)a? = b(a?b)a? =‏ 
b)a = ba“ (ba) = ba" (ab) =‏ *ه)( (ba*)(ba?) = (ba? )(ba)a = (ba”‏ = 
bab = ab” = a‏ = ۰ 

ومنه نجد أن ۾ = 565 أي أن 564 = ط». من جهة أخرىء بما أن © > ط,ه فإن (2ه) 
زمرة جزئية في © أي أن © > (45). وبما أن1 = (0)2,5مع فإنه يوجد 2 ع /,ى 
بحيث 5 + 25 =1 ومنه 

(ab)‏ ع aa b= (ab)™‏ كان بج اق عرزت الداع 
a" b" = )ab(“ e )ab(‏ = لاز = ن = ل داق 
وهذا يبين لنا أن a,b e (ab)‏ أي أن (طه) ع @» مما سبق نجد أن G = (ab)‏ وهكذا 
نجد أن الزمرة © دوارة. لنبرهن على أن 2 = (0)65. لدينا 
(ab) = (ba)? = a(ba)b = a(a?b)b = ab? = ba? = b(ba)a? =‏ 
b(ab)a? = (ba)(ba)a? = (a?b)(ab)a? = a(ab)(ab)a’ = a(ab)? a =‏ = 
E‏ 

وهكذا نجد أن 2 = (0)05 = (1: .)G‏ مما سبق نجد أن ر2 × ©. , 

4 - لتكن © زمرة. أثبت أنه © > 8,ه” فإن 

(a,b) 0 (a, ab) 


1 YAY 




















الحسل. 
ليكن 2,6 عندئذ فان 5 هج a,b‏ ومنه (ط,a)‏ € .© وهذا يبين لنا أن 


(a,ab) c c (a,b) 
كما أن‎ )b( ع "(ط.) وبالتالي (5ه,©) € ع‎ (a,ab) ومنه‎ a.b € لدينا (طه,ه)‎ 
(a.b) 1.a = baa = جع ادق‎ (a, ab) 
ومنه فإن (طه,ه) ع 5 وبالتالي (طه,ه) > (ط,4)» مما سبق نجد‎ 
, ١ أن (طهره) = (طره)‎ 
= إزيه)‎ a = b^ =e, = ه -لتكن (ه*م‎ 
عبر عن العنصر ططط 4 بالشكل لم 'م.‎ - 
عبر عن العنصر طامط بالشكل أ 'ط.‎ - 
| ا‎ 
. db abab? = ab” زط ي = ي ن = تؤو(عة3)‎ = qd اوح‎ 


o ١5: abab’a = bb aab* a = 820283 = b= ba - 








aS 


١‏ - لتكن MEG a6‏ جر نس E‏ ثبت أنه إذا كان 
م = (34: ©) حيث م عدد أولي فإن الزمرة 14 تكون أعظمية في .G‏ 
؟ - لتكن © زمرة منتهية. الشروط التألية متكافتة: : 

- يوجد في © زمرة جزئية أعظمية واحدة فقط. 

< ”م = )G:(‏ حیث م عدد أولي و ”× € .. 
۳ - لتكن © زمرة و14 زمرة جزئية أعظمية في . أثبت ثبت أنه أيا كان 6 ۾ فإن 
الزمرة عع هي زمرة جزئية أعظمية في © 
٤‏ - لتكن € .زمرة. أثبت أ Z(G) c Fr(G)‏ م نو 
© - لتكن © زمرة منتهية. الشروط التالية متكافئة: 

ê الزمرة‎ - 

نيف 2-0 
٦‏ - لتكن © زمرة. الشروط التالية متكافئة: 
- الزمرة © قابلة للحل. 

- الزمرة 70 قابلة للحل. 


- ليكن © ج :۶ تشاكلاً زمرياً. أثبت أن 0ت ررها تار 
۸ - أثبت أنه لا توجد زمرة بسيطة مرتبتها 2.3.5.7 = 210. 
4 - أثبت أنه لا نوجد زمرة بسبطة مرتبتها 2.5.7 = 280 . 





دوارة.. 





Ee أنيت ت أنه لا توجد زمرة بسيطة مرئينها‎ - ٠ 
:.315 - 37.5.7 أثبث أله لا توجد زمرة بسيطة مرتبثها‎ - ١ 
.240 = 235 أثبث أنه لا توجد زمرة بسيطة بسيطة مرتبتها‎ - ١ 





۴ - آئبت أن الزمرة DS‏ "برت ې ارو 621 تمائل الزمرة ,2 


۳۸٩ 











٤‏ - لتكن ‏ © ور A‏ بحيث e‏ = ”رر = بر وأن دوج = در. أثبت أن 
× = رود ٠‏ 

16 دكن (*(40) = 72 - ثم إ0,ه) - © 

- عبر عن العنصر 8683ع382 بالشكل أ 'ط. 

- عبر عن العنصر 4 طمطه ةط بالشكل 67'ط. 

5 - لتكن e(‏ = رور ,ع = ”ر = أب إلزرند) - .G‏ ' 
أثبت أن 16 > (1: ©). ثم أوجد مركز كز الزمرة ©. بفرض أن 16 (1: ©) أوجد 

| ۰ . العنصر برد‎ e 

۷ -لتكن ( × = رر ر = e,"‏ = £ إزود) - © 

- أثبت أن +"بد,ء؟ = (2)0. 





6 0 
E‏ ٠ح‏ أشت أ الا مدة تماثل الزمرة.2. 
- بفرض أن 4۸ = (1: ©) ایت أن الزمرء رن)2 الزمرة, 


۸ - لتكن (ه = ' ررم = “برد “ع »)= ©. 

أن 
أثبت ت أن 16 > (1 .(G:‏ ثم أوجد مركز الزمرة €. بفرض أن 16 (GC:D=‏ أت 
تال الزمرة ہ2 
ر 
۹ - لتكن .G = (a,b,c, d| ab = c,be = d,cd = a,da = b)‏ 


أوجد مرتبة الزمرة © 





الفصل الرابسع عشر 


الما و . هدفنا الآن في هذا الفصل هو إيجاد الزمرة © التي تحقق 
ن الزمرة ۸ تكون ناظمية في © وأن ‏ نه 6/1 لأجل ذلك؛ لابد لنا من 
التعاريف والتمهيديات ولتكن 0 المفهوم. 


بعص 


١-4‏ . المتتاليات التامة. 


تعريف. 
المنتالية هي مجموعة (منتهية أو غير منتهية) من الزمر ,,(,) و التشاكلات 
ہار حيث ہے ج رك : بكر 1,2,3,..0 -. ونرمز لها 
٠ج‏ ر4 جل ر جع ړ و .. 
ونقول عن المتتالية السابقة إنها تامة إذا حققت الشرط التالي: 
A= 1,2,3, Kerf, = Im f,‏ 
تمهيدية .١٠-١-١١‏ 
لتكن 4,8 زمرتین و 8 ج4 : “ر تشاكل زمري. عندئذ: 
١‏ - التشاكل ١‏ متباين جه المتتالية 8ج4 ج ع تامة. 
؟ - التشاكل كر غامر. جه المنتالية ع جع ج4 تامة. 
۳ - التشاكل ر تمائل جه المنثالية 85 ج 8 جك هر جع ئامة: ' 
البرهان. 
١‏ -لنفرض أن التشاكل ر متباين عندئذ 8 = ۲ء ومنه المتتالية 
8ج4 جب £ تامة حيث التشاكل (4 ج 2) هو التشاكل المطابق على . 


5١ 




















لنفرض أن المتتالية وجتدودع تامة عندئذ £ = ٤۲‏ ومنه التشاكل ر 
؟ - لنفرض أن التشاكل ٣ر‏ غامر عندتذ (8 ج ۳)8 = ر صا = 8 ومنه المتتالية 
ج8 ج4 تامة. 

إذا كانت المتتالية ‏ ج8 ج 4 تامة عندئذ 8 = ”ا ومنه التشاكل /ر غامر. 
٣‏ - ينتج بشكل مباشر من (۱) و(0)1, 


¢ تمدیسدات السزمسر. 


تعريسف. 
نقول عن الزمرة ۶ إنها تمديد للزمرة 7 إذا وجدت زمرة © تحقق أن المتتالية 
التالية 
اج راج 0 جه 1 عالطا 
تامة. ٠‏ 0 


تمهيدية 4١-؟-1.‏ 
إذا كانت المتتالية +E‏ #اجقدق جل ل E+‏ من الزمر و التشاكلات 
6 


الزمرية؛ تأمة عندئذ #ريهء س. 
اليرهان. 


بما أن المتتالية السابقة تامة فإن / 3[ = م67 . من جهة أخرى وحسب مبرهنة 
التماثل الأولى وكون التشاكل ٣ر‏ غامر نجد أن ش 

Fx ا‎ 

Kerg Imf 





تعر یسف. 


7 


نقول عن المخطط التالي من الزمر و التشاكلات الزمرية 








4 جل‎ 2 
vy 57 


10 جد ي 


إنه تبديلي إذا كان ع = /يد. . 
ونقول عن المخطط التالي من الزمر و التشاكلات الزمرية 
8 جما 4 
م[ 
ْ 6 
إنه تبديلي في كل من الحالات التالية: 
- إذا وجد تشاكل © ج :ع يحقق اح رهع. ٠‏ 
:لذ مد فشكل قر جد يو يكوق د رساو ورت 
مبرهنة 1-95-14. (مبرهنة التمهيديات .الخمسة). 
لنفرض أن المخطط التالي من الزمر و التشاكلات. الزمرية 
7 قد بز کی م وله 8 ليت إن 
u Jy‏ رةه : Y8:‏ ايه 


, 22 1 5 7 
۴ جى '7 جل كج« جقا ا نهر ول ار 


تبديلي وأن سطريه العلوي والسفلي متتاليات تامة. عندئذ: 


١‏ - إذا كانت التشاكلات ۶,4 متباينة و التشاكل © غامر فإن التشاكل ر کن 
متبايناً. 5 1 2 


۲ - إذا كانت التشاكلات 2:,/ غامرة و التشاكل ( متباين فإن التشاكل ر يكون 
ا ١‏ ا 
۲ - إذا كانت التشاكلات ,م تمائلات و التشاكل © غامر و التشاكل « متباين فإن ' 
التشاكل عر يكون تماثلاً. 0 


البرهان. 
-١‏ لنبرهن على أن التشاكل مر متباين أي لنبرهن على أن = رمم .' 


4۳ 


0 





























لیکن ۸e٣‏ => ند ا وبما أن «2٠07‏ ع يزه '/ نجد أن 
ش 1o h(x) = h' o y(x) = h'(e) =e‏ 

و منه e٣4‏ € (٭)۸ وبما أن التشاكل × متباين نجد أن = ()7 أي أن 
ع سآ = e Kern‏ × وبالتالي يوجد (٤8‏ بحيث(6)ء =× وبماان 
هس = 8هر نجد أن (6)ثره 'ع = (ط)ع مز أي أن © - بر = (0) 8'٥‏ 
وبالتالي ./(b) € Kerg' = Im f'‏ ومنه يوجد '4 ٤‏ '6 بحيث ('ه)'/7 = (0) 
ولكون التشاكل ے غامراً يوجد 4 ع ۾ بحيث (۶)۵ = 'ه ومنه ((0)ه)'/ = (5)/ 
وبما أن # هم -يمه'/ نجد أن ((6)/)0 - ()6/ ومنه =e‏ ((7/)6." 8)5/ 
ولكون التشاكل متبايناً نجد أن م -(م)/. ”5 ومنه (ه)۶ - 5 وهكذا نجد أن 
(() )ع = (3)ج - بد. وبما أن سنا - و وأن 67# e‏ (۶)۵ نجد أن 
=e‏ ((0) راع = ¥ مما سبق نجد أن التشاكل ر متباين. 
۲ - لنبرهن على أن © = (©)2ر. ليكن 6 ع “بر عندئذ 222050 ولكون 
التشاكل 1 E‏ يوجد 2 > 0 بحيث (2ز)'7 = (4)24 وبما أن 1'٥4‏ = 2ه نجد 
أن )1 ہ7 = vo A(d) = 4'ou(d)‏ ولك ون ع ]= ۸er'‏ فيان 
Kerd!‏ ع h')y'(‏ ومنه e‏ = (('بر)'ط)'2 = (4)4 «١‏ ولكون التشاكل « ا نجد 
6- (2)4 أي أن دم1 - ,ع5 ع 4 وبالتالي يوجد © عدر بحيث (ر)۸ = ¶. 
وبما أن ر ٥ہ‏ ",7 ع يزه 14 نجد أن : 

) (”بر)"7 = h(y) = u(d)‏ ناح h'o y(y)‏ 
ومنه = ( ر( ))1 أي أن ' ع Ker = 1٥‏ € ''ر()ر ومنه يوجد '8 € 'ط 
بحيت ('ط)'۾ = 'ر.(ر)ر وبما أن التشاكل م غامرايوجد8 ٤ط‏ 
بحيث (ط)8 = 'طاومنه (0)ع دمر = (ط)8 ۰ 'ع = (6)'چ = * 'بز(بز)ير وبالتالي 
ر = ( ر( )ر وبما أن © ع "”ر,()ع فإن © ع بر(ة)ج . مما سبق نجد أن 
التشاكل برهو غامر. 
۳ - ينتج بشكل مباشر من(١)‏ و(0:)5 . 





نقول عن التمديدين . 
+E‏ #اجحق ىق جلك [ر Ey‏ 
جه E E e E‏ 
للزمرة 7 إنهما متكافئان إذا وجد تشاكل زمري 6G"‏ جي من أجله يكون 
المخطط الثالي 
#اجقسن جلك ير 
A‏ 
ج 
تبديلي لأجل 'ع,'/ أي إذا كان ' f‏ = ره و ع =4ه ع 
نسمي التشاكل 4 بالتشاكل المكافئ للتمديدين. 
مبرهنة 4١-؟-"ر,‏ 
ليكن 0 
+E‏ القن جهقف خم E‏ و 
+E‏ #7 جقد ى جه 7م E+‏ 
تذفن لازمزة 77 با الزمو» 1+ ذا وجد تشاكل وسري “حدم کن 
أجله التمديدان السابقان متكافئان» عندئذ يكون التشاكل ۶ تمائلاً. 0 
البرهان. ش 
بما أن 
+E‏ ج2 قن جق 7 E+‏ و 
+E‏ #اجقف :ل قف 7م E4‏ 
تمديدان للزمرة H‏ بوساطة الزمرة ۸ عندئذ فان المتتاليات السابقة هي متتاليات 


ثامة. ليكن *© ج © : /ر التشاكل الزمري الذي من أجله التمديدان السابقان متكافتان 
» عندئد ذ يكون المخطط التالي 


1 : 52 











7 جهن جق 1 
00 
2 
تبديلي لأجل 'ع ,ام أي إذا كان م = f‏ هم و 'م = عه . 
لنأخذ المخطط التالي 
م y4‏ اج By‏ © بقا #8 جا قر 
Y1, f 1, 4‏ ل 


E+ FH  اقج‎ G@ 2y F + F 
فإن‎ ) ۲-۲-٠١ ( فنجد أنه تبديلي وأن سطريه منتاليات تامة. وحسب المبرهنة‎ 
التشاكل /ر هو تمائل. , ش‎ 
بالاعتماد على المبر 707 مه نصل إلى الحقيقة التالية:‎ 
.4-7-١4 تمهيدية‎ 
. التمديدات المتكافئة للزمر تشكل علاقة تكافؤ.‎ 
البرهسان.‎ 
: رکه مروا رئ‎ 
.ه-!-١14 تمهيدية‎ 
لتكن ,7 زمرتين ما. إن الزمرة × © ]#۸ قلح ا ا ا‎ 
.K 
:كر المعرف بالشكل ۲ = 8,4)/ وذلك أباً‎ © K ¬+ 1+ ن التطبيق‎ 

كان ۸ © 7 - (8,8) هو زمري غامر وأن 87 = 8,7 . كذلك التطبيسق 
H © K‏ + 27 :ع المعرف بالشكل (۸,۸) = (8)7 وذلك 1 € 77 e‏ 
متباين وأن 71 = ج13 . وهكذا نجد أن المنتالية ش 

1 جاجع لذي هع جقديع جد فز 
تامة. ومنه الزمرة × © 77 هي تمديد للزمرة ‏ بواسطة الزمرة ٠K‏ م 








تمهيدية 4١-؟-5,‏ 

لتكن 8 اج 8 جلك م0 متتالية تامة من الزمر و التشاكلات الزمرية. عندئذ يوجد 
تشاكل © ج 8 :م من أجله المخطط التالي ' 
ْ 8 جل 
YI,‏ 
B |‏ 
تبديلي أي أن و1 = مزه . 
اليرهسان. 

لنعرف العلاقة © ج 8 Ne‏ لیکن 8ع وبما أن التشاكل ر غامر 
يوجد 6 ع م بحيث 5- (©)/ . لنضع ع = (0)م. وبما أن ۴ر تشاكل فإن e‏ = (0)/ 
ومنه نجد أن » = (6)6. إن العلاقة م تطبيق لأنه إذا كان 8 > رط,,ط بحيث 
رق = ,3. ومنه يوجد © €٤‏ رج ,رع بحيث رط - (يع)/ءرة = (,)/ وبما أن 


رط = ,5 فإن (رع) ۶ > (بع)/ وبالتالي » = ('ع.,ع) ر وحسب تعريف العلاقة م 
نجد أن 'ره.رع = (ء)م .٠=‏ أي أن رع = رع ومنه(رط)م = (,6)م وبالتالي © . 


تطبيق. كما أن م تشاكل لأن ( ۶)88 = (يع) 8,(7)/ = ط1ط ومنه 
ش (و6)م(,ط)م و (رط.,6)ه 


لنبرهن على أن م7 = مه ير . لیکن 8 5 عندئذ يوجد © © م بحيث ط = (8)/ ومنه , 


f(p(b)= f(g)=b |‏ = (ط)وه f‏ 
أي أن و1 = مه ۰م ش 
تمهيدية mE‏ 
لتكن 8 ج 0 ج44 ج 2 متتالية تامة من الزمر و التثساكلات الزمرية 
وليكن (/ :41:05 جد € :م التشاكل الطبيعي المعرف بالشكل ,1 - (8)م وذلك أيآ 
كان © ع ع . عندئذ العلاقة (41)4 ج 2:6 المعرفة بالشكل ٥7,۶‏ ار - (2)8 
وذلك © ع ع۷ هو تشاكل. بالإضافة لذلك إذا كان (ل)نار ج 4: التشاكل 
الطبيعي المعرف بالشكل ,7-(2)6 ٠‏ :4 78 فإن المخطط التالى ٠‏ 

۳4¥ 

















6 ج 4 
a +‏ 
Aut( A4)‏ 
تبديلي أي أن به = £ 10 . 
البرهسان. 
لنبرهن في البداية على أن 2 تطبيق. لیکن 6 © رع ,ع بحيث رع = ,عم عندئذ 
أياً كان ررس » × فإن "رع×رع = عع ومنه () ,م7 > (0) 1. من جهة أخرىء 
Va 4 >‏ فإن “رساء ()۴ر وبالتالي فإن ((۴)۵) 1= ((7)9) 1 ومنه 
f )0(‏ ° ,7= (4)/ ° و1 
eI‏ 1 فإن 4 € (۵) ۶'٥7 ٥۶‏ وان 
Vaed4 f'oT,of(a@= f "oT, o f(a)‏ 
ومنه of = E‏ را ي أن (يع)2 = (,ع)2 . كما أن 4 تشاكل 
لأنه أي كان © > يع ,رع فإن 
أ f oT, oT, of‏ ع ره f oT,‏ > (يه.,21)5 
(يع)ة (f oT, o ff" °T,, ° £)=2(g,)*‏ = 
لنفرض أن (41)4 ج 4 : ى التشاكل الطبيعي. لدينا 4 © ۷١‏ فإن © » (4) ومنه 
f Tre) ° f‏ = ((ه) 207 وهكذا نجد أنه أياً كان 4رء × فإن 
f" oT, (f(0) =‏ = )زر ° f(a))() = (f oT,‏ 4°( 
{FO ff (a) = f" f(a xa) = axa =T, (x)‏ = 
أي أن ,7= (©)7 ه2) وذلك 4ع 76 وبالتشللي 4 »ع »لا فإن 
(0) = ,7= (0)(/ 20) مما سبق نجد أن = ٥۰2م‏ 
تمهيدية 4 ۸-۲-۱. : 
لیکن E‏ ج ٣ہ‏ وگ "وجلل E+‏ تمديد للزمرة 4# بوساطة الزمرة 22 
عندئذ يوجد تمديد مكافئ ع للتمديد السابق من الشكل ١‏ 
TAA‏ 








E+ Hy *ق‎ + F + E 
١ البرهسان.‎ 


١٤‏ -. التمديدات المنشسطرة. 


٠ تعريسف.‎ 

ليكن تمديد للزمرة 4 بوساطة الزمرة 8 . نقول عن التمديد السابق إنه منشطر إذا 
وجد تشاكل متباين © ج 8 : 7 يحقق ,1 = ۰7ص . 
مبرهنة ١-۳-١٤١‏ 
ليكن 

E+ جقك قن جل إر‎ 8 +E 

تمديد للزمرة 4 بوساطة الزمرة 8 . الشروط التالية متكافتة: 
١‏ - التمديد السابق منشطر. 
TD‏ 6 ومو دوي 87 تحقق .£ سآ - © وأن NH = E‏ كرسآ. 
۳ - يوجد تمديد مكافئ للتمديد السابق RISAS SEY‏ وزمرة 
جزئية £ من *6 تحقق 4.1 = *© وأن 8 = 16م ل . 
البرهسان. 1 

)١(‏ = (۲). بما أن التمديد 8 ج 8 جعي جل ج 8 منشطر فإنه يوجد 
تشاكل متباين © ج ۲:8 يحقق ص1 = 6501 . لنفرض أن 8 = (7)8 فنجد أن // 
هي زمرة جزئية من © لأن 7 تشاكل. ليكن 0727 (24)/ e‏ بر عندئذ بما 


أن ()/ ٤‏ بر يوجد 4ع ۾ بحيث (0)/ = بر وبما أن / سنآ م8 » فإن | 


© = ((0)/)6 = (ز)م . وبما أن 87 ع بر يوجد 8 e‏ 5 بحيث (7)0= ر ومنه 
5- (5) 01م = ((06م = e = p(y)‏ 
لأن ,1 = ۰7ص . مما سبق نجد أن =e‏ (ء)7)0(=7= ر ومنه 2 = 11م ۶ نآ . 
ويما أن الزمرة Kerp= Im f‏ فان كر 1۳ ناظمية في 6 وبإلتالي الجداء Im £.EH‏ 
۳۹4 000 


١ 


1 
i 








هو زمرة جزنية في © منە Be‏ ليكن ٤G‏ ۽ عندئذ 8 » (ع)ص ومنه 
يوجد 8 > 6 بحيث 8 = (ع)م وبالتالي =e‏ -5.(ع)م وبما أن ,7= 0507 فإن 
J)‏ '-م)3ج)م = ((“3)5)م.(ط)م = ov(g)b' = p(g).p*T(b")‏ 0 
ومنه / نآ = م٣٤ e‏ ( ")7چ أي أن / صا ٤‏ "((7)0).ع وبالتالي 
gemfTO)cimf.H‏ 

وهكذا نجد أن #ر ساح © أي أن 4./ سآ - © بالإضافة إلى ذلك 
وو ش 5 *” 
(۲) (#). بالاعتماد على التمهيدية )8-1-١4(‏ يوجد تمديد للزمرة 4 بوساطة 
الزمرة 8 من الشكل 

اواو وجل رركم 
مكافئ للتمديد ش 

وام E EE‏ 
وحسب المبرهنة (4 )"-7-١‏ يوجد تشاكل ”6 ج :4 وهذا التشاكل هو تماثل. 
وحسب الفرض توجد في © زمرة جزئية 14 تحقق £ = 81 ۶)40 
وأن 4(.57/)/ = ©. لنفرض أن × = (2)87 فنجد أن × زمرة جزتية في ”6 وأن 

G” = 4(6) = 1) (11.(م)‎ = 4(f(A)).A(H) = ٠ J (4).A(H) 

ويما أن المخطط التالي 


تبديلي نجد أن 1= ه14 . ومنه 
f(A)A(H) = 1,(4).A(E) = A.K‏ 4° = *6 
من جهة أخرىء فإن 
4(f(4)) = 4(E) = E`‏ = امه () / 4° = =1,(404(H)‏ 4016 
.)١( > )*(‏ ليكن 6 ج 2:6 التشاكل المكافئ للتمديدين 


Sea 








8 ج 8 G-24‏ ل4 چ 


0 #اجدق جمقف ولو جەل4 ج جز 





= )K(*ص.)4(,‏ له *م = (1,(4).K)‏ "م = (A.K)‏ "م = (*06) و = B‏ 

= E.p’(K)= p°(K) 
وذلك لأن ;1ص1 = م أي أن 8 = (4) ,1ه ”مص .لنفرض أن مم = :م مقصور‎ 
. “م على × فنجد أن 8 ج £ : يم هو نشاكل غامرء لان 8 = ©) م = (&) زم‎ 
» ا عندئذ كلع *ه و 4 - (1,)4 عه وبالتالي ع 4م كرء‎ ٤ ٤٤٣ لیکن‎ 
وهذا يبين لنا أن التشاكل 8 ج 2 : مم هو تمائل؛ ومنه نجد أن التشاكل‎ 

© ج 8 : ووه 1 ع :1 
هو تشاكل متباين. وبما أن المخطط التالي 

مح ةع 


ا 
% 17 


GG E+, 8 


4 


تبديلي نجد أن المخطط التالي 


%0 
أيضا تبديلي وذلك لآن التشاكل 4 هو تمائل. ومنه 
ش اه "زوه رم د “زوه ار هم د 1٠م‏ 
وهذا يبين لنا أن التمديد 
+E‏ 8 جقداقى جءل ير E+‏ 


هو تمديد منشطر. , 

















مير هذ هنة؛١-”#؟,.‏ 
ليكن 
FE ْ‏ + و جمقفلى جل ل E4‏ ٍ 
تمديد للزمرة ل بوساطة الزمرة 8. إذا كان التمديد السابق منشطرا عندئذ أي تمديد 
مكافئ للتمديد السابق هو أيضا تمديد منشطر. 
. البرهسان. 
لیکن E‏ ج 8 جگ E‏ 





عندئذ يوجد التشاكل المكافئ م E‏ 
م وع € جل 4 
A4‏ 
ھا +٠‏ 
0 ني 1 
(٣-۱-۱‏ 
جد د 
ا أن التمديد جو ا و 0 7 


مثباين 6 ج 7:8 يحقق ۾ = مه 7. لنضع *©6 ج 47:8 = *7 فنجد أن *7 
تشاكل متباين لان كلا كلا من 7,2 متباين بالإضافة لذلك فإن . 

oAoT = poT =I,‏ م = +07 أي 

مما سبق نجد أن التمديد 5 ج 8 "ي +4 ج £ هو تمديد منشطر. م 
ea‏ ظ e‏ 
لتكن > زمرة جزئية ناظمية في الزمرة ©. نقول عن الزمرة © إنها منشطر 


3 تحقة = أ = .K‏ 
فوق ‏ إذا وجدت زمرة جزثية H‏ من © تحقق 87.2 - © وأن 8 ع 0411 


5 


6 


مبرهنة 4١1-"!-"م.‏ 
لتكن × زمرة جزئية ناظمية في الزمرة G‏ . الشروط التالية متكافثة: 


. الزمرة © منشطرة 2 فوق‎ - ١ 








a 
ابوه در هو تمديد منشطر حيث 2 هو‎ SG TEE التمديد‎ - ۲ 
التشاكل القانوني الغامر وخ هو التشاكل الطبيعي.‎ 
البرهسان.‎ 

.)١( > )1(‏ لنفرض أن الزمرة © منشطرة فوق كل عندئذ توجد زمرة جزئية 727 
من © بحيث 17.16 = © وأن £ = ۳1 ۸ > . كما أن 


8_ي علق _ © : 
م8 K K‏ 


1 1 6 : 6 E e 
لنرمز للتماتل 1 ہہ بالرمز ۴۸ <- 2 : ر فنجد أن / تشاكل متباين وأن‎ 
2ج 6 + £ ج8 تام ةنج دان‎ + E ى1 > /ه2. وبما أن المتتالية‎ 

K‏ ا 
.6 : 
اوح وو ول مايل هو تمديد منشطر. 
)١(‏ > (۱). لنفرض أن التمديد ۶ ج >+ © + كز ج £ هواتمديد منشطر عنذئذ 
e e GC ET‏ 
نجد أن الزمرة © منشطرة فوق 2 . , 
تمهيدية 4١-#-ع,‏ 
لتكن £ زمرة جزئية ناظمية في الزمرة HsG‏ زمرة جزئية من ©. عندكذ إذا 
كانت الزمرة 1 متممة للزمرة £ فإنه كان © ع فإن الزمرة. قالع تكدون 
متممة للزمرة 1 
البرهسان. 0 
لنفرض أن الزمرة 8 متممة للزمرة في G‏ عندئذ H.K‏ = © وأن 


HK > E‏ .لکن © » ع عندئذ € = "عع لأن الزمرة ‏ ناظمية في © ومنه 


© - “ولريزو = “ونع‎ =(gHg ^ (gKg '( = (gHg (16 
١ كما أن‎ 


gig" عزم‎ = gg" يلوم‎ = g(H 01087 = geg ' =e 
3 اخ‎ 











مما سبق نجد أن الزمرة 77ج متممة للزمرة £ 
ميرهنة ؛١-""!-ه.‏ - | 
لتكن © زمرة و زمرة جزئية ناظمية في € ولتكن 14 زمرة جزئية من © 
بحيث 34 ج ج . عنائذ: 
١‏ - إذا كانت الزمرة © منشطرة فوق × فإن الزمرة ۸4 تكون منشطرة فوق & . 


: 7 : 06 
؟ - إذا كانت الزمرة 14 ناظمية في © وكانت 6 منشطرة فوق 4 فإن ازمر > 


تكون منشطرة فوق كك . 
البرهان. 

٣1 انفرض أن الزمرة © منشطرة فوق £ عندئذ توجد في © زمرة جزئية‎ - ١ 
تحقق ۸ = © وأن £ = ۸ ۸ . من جهة أخرى بما أن 14 ے × وأن  ناظمية‎ 
في © فإن £ ناظمية في 14» كما أن (14 0 ۸)21 = 14 وأن‎ 

7 ع لبقم 7 د اقم (8 د 6 ) مسا 0 
وهذا يبين لنا | أن الزمرة 24 8 متممة للزمرة 5 في 14 أي أن ن الزمرة 44 تكون 
منشطرة فوق 1 . 
؟ - لنفرض أن الزمرة 34 ناظمية في © وأن © تكون منشطرة فوق 14 . عندئذ 
توجد في © زمرة جزئية 7 بحيث 811 = © وأن e H ^M = E‏ 


وأن 5 ناظمية في © فإنه حسب المبرهنة )5 )٥-‏ تكون 1 يك ناظمية في 52 . 


1 6 : 5 8 
وبما أن ناظمية في © فإن الجداء ٤‏ زمرة جزتية في 6© كل زمرة 


_(HKM _HM G . 6‏ ك1 علط 
e a‏ 

ل ل CE‏ ظ 

HK + _ KOM _ HKOMK _ (HOMDK 


KK KAR Tek K ۰‏ 
M.. GANA :‏ : 
وهذا يبين لنا أن الزمرة-- منشطرة فوق ع 


0° 





تمارين مخلولة )١4(‏ 


-١‏ لتكن © زمرة بسيطة منتهية مرتبتها عدد زوجي أكبر من 2 . عندئذ (1: ©) تقبل 
القسمة على 8 أو 12. 

الحسل. 

لنفرض أن (1: ©) لا تقبل القسمة على 8. بما أن (1: ©) تقبل القسمة عليى 2 فإن 
الزمرة © تحوي 2 -زمرة جزئية سيلوفية ولتكن ج . وبما أن 2 6 (1: ©) وتقبل القسمة 
على 2 فإن © ح × + £ وحسب الفرض فإن 4 > (1: )K‏ ومنه إما Kuz,‏ أو 
2 وت نع £ أو ,7 × وھذا يبين لنا أن الزنمرة £ تبديلية كما أن )0 ح غ1 
وأيضا الزمرة (©0)1 ناظمية في (77)16 . من جهة أخرىء بما أن الزمرة × عبارة عن 
104 
0 ا 
إذا كان (۸) ۸ = (0)16) عندتذ ((2)7)1ج 1 وهذا يبين لنا أن الزمرة 5 غديمة القوى 
مما يناقض كونها بسيطة ومنه (&) N‏ ح .٥)&(‏ . وحسب التمرين اون )۷ -۲) فسان 


NE). uy 
"CR ازمر‎ 


,2© رع 5 أو ,7 ع K‏ وحسب المبرهنة (ا-5) فإنه إما (00 عم Aut(K)‏ ا 
Aut(K) x U(4)‏ أو Aut(K) x GL, (Z,)‏ أي له إا 1= )Aut(K):1‏ أو 





: 2 -زمرة جزئية سيلوفية في © فإن مرتبة الزمرة 





ن الزمرة (18 )1111ل . ويما أنه إمنا 7 بع كر أو 





2 - (1: (4:)16) أو 6 > (1: (4416) وبما أن مرتبة الزمر 31 5 حر كمه لود 


>) دأن,2 © 2 نه 5 . مما سبق نجد أن (1 (G:‏ تقل اة 








نجد أن 3 = (1: اد فد 
C(K)‏ 
على 12. م 
اد لتقن الزمرة © تمديد للزمر ير بوساطة الزمرة 11 فد يوجدتشاكل زمري 
x Aui(K)‏ 87 جب 2 : w‏ يحقق أن Ker w = Z(K)‏ . 
الحسل. 



































بما أن الزمرة ‏ © تمديد للزمرة £ بوساطة الزمرة 7 . عندئذ يوجد تشاكل زمري غامر 
#جب جم :م يحقق أن = مع . وبما أن الزمرة £ ناظمية في © فإن ' 8/8 
وذلك أياً كان £ €٤ 6,۸ ٤‏ ۽ . لنعرف العلاقة (£)۸11 جع :© بالشكل 
Vg € G,o0(g)=T,‏ 


VkeK; T,(k)= ع "هزع‎ K 
من الواضح أن العلاقة > تشاكل. من جهة أخرى بما أن الزمر (&)1,۸411[ هي زمر‎ 
لنعرف العلاقة‎ 7 x 4)&( جزئية ناظمية في الزمرة‎ 
جب 0 : رز‎ 87 x Aut(K) 
بالشكل‎ 
»ع جل‎ 0: w(g)= (¢(g),0(g)) 
رع.,» بحيث رع = رم فإن‎ ٤ © فنجد أن العلاقة س تطبيق لأنه إذا كان‎ 


(يع)م = (,ع)م وأن (يع)6 -((ع)ت ومنه ((82) ا«( ,6)8©) = W(82))‏ ,):8( 


مما سبق نجد أن (رع) = (,ع)/!. كما أن مسو تشاكل فإن 
= ((ي0.6)82(:6)8(.6)8 بع)م) = ((يع.رع)ه,(يع.,ع)م) = W(81.82)‏ 


= (0(8): 0(8, )(/(g2), 0(g2)) = (رع)ما‎ (g2) 
بر عنائذ‎ e Ker لأنه إذا کان‎ Kery = Ker pn Ker كمسا أن ى‎ 
(ر)ہ = (ر)م وباات الي‎ =e (ر)س ومنه‎ = )م)y(,ہ)((‎ = )6,©( 
ومنه‎ y € KerH n Kero أي أن‎ y € بر لاروك‎ e Kerc 
Kerw c KerH م‎ Kere 1 
بشكل مشابه نبرهن على الاحتواء المعاكس. وهذا يبين لنا أن‎ . 
e w = KerH n Kero = KNC(K)= Z(K) 





تمارين (14) 


F TIC) ; 
© 


؟- لتكن © زمرة منتهية قابلة للحل. أثبت أن الزمرة (71:)6 - A‏ 
Fr(G)‏ 


-١‏ لتكن © زمرة منتهية. أثبت أن الزمر هي زمرة تبديلية. 


؟- لتكن © زمرة منتهية و 4 زمرة جزئية ناظمية و تبديلية في © تحقفق 


8 - (۴۳)6 م4 . أثبت أن الزمرة © منشطرة فوق 4 . 

4- لتكن © زمرة و 1,24 زمرا جزئية ناظمية في © تحقق 10 ح 2 . أثبت أنه 
إذا كانت الزمرة © منشطرة فوق × وأن متمم الزمرة× هی 27 عمد 
الشرط اللازم والكافي كي تكون الزمرة © منشطرة فوق ۸4 5 أن تكون 
الزمرة 7 منشطرة فوق 12/4 27 . 1 

5- لتكن © زمرة و 1,£ زمرا جزئية ناظمية في © ولنفرض أن الجداء 
لا ل أن الزمرة کے منشطرة 
فوق > وأن ازمرة متممة للزمرة +5 في وبفرض أن الزمرة 
7 منشطرة فوق ,01 7 . أثبت أن الزمرة © منشطرة فوق × . 

1- لتكن زمرة © و ۸ تقو جؤئية اة في 8 كن N‏ 
التشاكل القانوني الغامر. عندئذ: 1 5 

أ - الشرط اللازم والكافي كي تكون الزمرة © منشطرة فوق × هو أن يوجد 


7 1 006 
تشاكل زمري 6جس :» يحقق أن . Vu = Ig‏ 
K‏ 


د إذا E‏ ذوار» خين E E E‏ 
K‏ 27 ج ب( ا تكون منشطرة 








ا 
ْ 
١‏ 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 
ا 














لقصل اتخاس غر 


:نظرية الفئسات 


يعد كل من ع«جهاء 5.1/12 & ع5.59116756 أول من أدخل مفهوم الفئة و الدالي وذلك 
عام 1944ء وذلك لحل بعض المشاكلات الناتجة عن نظرية الزمر والفقضساءات 
الطبولوجية. وقد وجدت هذه المفاهيم تطبيقات في مجالات أخرى من فروع 
الرياضيات. ٠ ٠‏ 


١-٠‏ . الفئة و الفئة الثنويسة. 
تعريف. 
نقول إنه توجد لدينا فئة 97 إذا كان لدينا: 
١‏ - صف (05)81 يمثل عناصر الفئة +9 والتي تسمى أثسياء الفئنة ونرمز لها 
(08)93 ع 2,٠٠١‏ ,8 رك . ش 
١‏ - صف (1/40)91 ويمثل مورفيزمات الفئة +9 ويحقق أياً كان (05)91 > 8 ,4 
فإن (94)4,8 تشكل مجموعة وتمثل مجموعة الأسهم من 4 إلى 8 ويرمز لها 
R(A, B) = Homy (A4, B) e Mor(R)‏ 
بالإضافة إلى ذلك» إن عناصر الفئة و مورفيزمات هذه ألفئة يجب أن تحقق: 
١‏ - أي كانت العناصر (05)91 © 4,8,2 يوجد تطبيق ‏ 
ظ R(A, D)‏ ج (91)8,2 > (2 ,مك )91 : نر 
معرف بالشكل “رع = (ع,/)ير وذلك ایا كان (91)8,2 > ع ,(8 له ضحي 
هذه العملية بعملية تركيب المورفيزمات. 
-١‏ ایا كان (91)2,0 e 3)8, 0(7 e‏ ع ,(8 ٤)4,‏ £ فإن 
(W.g).f = WE.)‏ 


۹ 


/ 











أي ا ابردم اسيك ٠‏ 
- أياً كان (9)ط0٤‏ 4 يوجد 4 ج 4 : 1 ويسمى المورفيزم المطابق ويحقق 
f= f‏ و و درقع. وذلك أياً كان (2 ,)91 > ۾,(4 ٤)8,‏ / و أياً كان 
B,D e 08)91(:-‏ . 
-٤‏ أي كان (08)91 > '8 ,4 ,8 ,4 بحيث ('8  )4',‏ (8 ,4) فإن 
.R(A,B) N (A, B') = D‏ 
١٠‏ - فئة المجموعات .Sef's‏ 
ا ف اللقة عي المجرعاك: 
من أجل أي مجموعتين (05)5615 ع 8 ,4 فإن (4,1) ,.بي.:807 تمثل مجموعة كل 
التطبيقات من 4 إلى 8. 
أي کان ,D e ob(Sef's)‏ 8 يوجد تطبيق 
Hom,,,.,(4, D)‏ ج Hot .. (4, B) x Hom,,,., (B, D)‏ :£ :1 
معرف بالشكل ر ٥ع‏ = (ع ,)م وذلك أيأ کان 
Honig, (B, D)‏ € ع( ,4( J € Hom.‏ 
حيث أن العملية () تمثل عملية تركيب التطبيقات وهذه العملية تجميعية بالإضافة إلى 
ذلك أياً کان (05)56/5 ٤‏ 4 یو EET AS LA‏ مدق 
۶= .1 و ع درج . وذلك أيأ كان 
4),g € Hon,,,., (4, D)‏ ,)يبي 11011 € J‏ 
و ایا كان (06)565 ع 8,2 . كما أنه ایا كان ( )ظ0 ٤‏ '8 ,4 ,4,8 بحيث 
(4',B`)‏ عد Hom,,.,(4, B) 0 Hom... (4', B') = ® ùl (4, B)‏ . 





۲ - فئة السزمسر 60. 

أشياء هذه الفئة هي زمر. 

من أجل أي زمرتين (05)6 ع 8 ,4 فإن (8 00 تمثل مجموعة كل التشاكلات 
من الزمرة 4 إلى الزمرة 8 
با كان ( )ظ0 ٤‏ 8,2 ,4 يوجد تطبيق 

Hom, (A4, D)‏ ج Hom, C4, B) x Hon, (B, D)‏ قر 

معرف بالشكل رهج = (ع ,)م وذلك ایا كان 

Jj € Hom,y(4, B),g € Hom,(B, D) ٠ 
حيث إن العملية (0) تمثل عملية تركيب التطبيقات وهذه العملية تجميغية بالإضافة‎ 
' لذلك أا كان (4207)6 يوجد التطبيق المطابق 4 ج 4 : ,7 الذي يحقق‎ 
و‎ f € Honi, (B,A4),g »ع‎ Hom 4(4, D) و جح ,رايع . وذلك ي كان‎ 1], =f 
أياً کان (201)6, ةنا كان (6) 06 ء '8, 4,8,4 بحيث:‎ 
1 . Hom وك ) ي‎ B)n Hom; ) وك‎ B= © ,لم ) فإن‎ 8( + )4',B( 
. 4# فة الزمر التبديلية‎ - ۳ 

لشاف جاه اكه ی ار ا ین چ ورا کا هر الحدال ي 
المثال السابق. 
الففة الثشوية. 

لتكن 97 فئة ما. الفئة الثنوية للفئة 91 یرمز لها 940 وتتألف من: 
١‏ - صف (0)31 = (00)917 ويمثل عناصر الفئة 91. 
۲ - صف (140)917 ویمشل مور باك الففة. د 919 ويحقق أياً ا 
كان (05)91 > 8 ,4 فإن 

917 (A, B)= Hon, (4, B8) = Hom, (B, A) e Mor(R) 
بالإضافة لذلك» إن عناصر الفئة 917 و مورفيزماتها يجب أن تحقق:‎ 
یا كانت العناصر (07091 © 4,8,2 يوجد تطبيق‎ -١ 


VY 











(A,B)xR* (B,D) > 91 (4, D)‏ 91 : بر 
معرف بالشكل 1 


gf = f.8‏ د (ه رار 
وذلك أي كان (8,2) 9 » ع ,(2 رله) 91ج / . 


واک أن هذه العملية تحقق جميع شروط الفئة. نسمي الفئة 97 الفئة الثنوية للففة 


8 
ينتج من التعريف أن %8 = 9122082). 
۰ . لتكن 91 فئة وليكن (91)4:8 > »× حيث (91) ظ٥‏ > 4,8 . أا كان (05081 ع ×. 


a: R(X, A B) 

56 والشكل التالي: (4,×) > ۷۶ فإن f‏ = (/)2. 
والتطبيق 

6 :99)8, ج ور‎ R(A,X) 

المعرة ف بالشكل التالي: (×,8) > غ۷ فإن »ع = (ع)/. 
١‏ - نقول عن المورفيزم » إنه مونومورفيزم إذا كان النطبيق © منباين.. 
۲ - نقول عن المورفيزم » إنه ايبومورفيزم إذا كان التطبيق ۶ متباين. 
تمهيدية 6١-١-أل,‏ ش 

في أي فئة 91 القضايا التالية صحيحة: 
١‏ - تركيب أي مورفيزمين هو مورفيزم. 
۲ - لیکن (1/0)91 ج «,ة. إذا كان ۷« مونومورفيزم فإن »ت مولومورفيزم. 
۲ - تركيب أي ايبومرفيزمين هو ايبومورفيزم. ٠‏ 
٤‏ - لیکن (91) 7/00 > <ا,نة. إذا كان ا ايبومورفيزم فإن « أيبومورفيزم. 





- البرهسان. 


ليكن (8 ,)91 ع 1 و %(B, D)‏ € + عندكذ ذ زا وك )ع 4 ومنه ما كان 
(08)97ج + ولنأخذ التطبيقات 
aR, 4) > ROK, B)‏ 
المعرف بالشكل “ره = (ر)ت وذلك أياً کان (4 ٤۸),‏ ر. 
(10, )9 جل (8. )91 : 2 
المعرف بالشكل جرد = (ع)/ وذلك أياً كان (91)2,8 ع ع . 
R(X, D) |‏ ج A)‏ ,)91 1 لر 
المعرف بالشكل م (/) = (م)ير وذلك أيأ كان (4 ,91016 م . 
١‏ - لنفرض أن كلاً من با,/ه مونومورفيزم. ولنبرهن أن ۷« مونومورفيزم. حسب 
التعريف فإن كلاً من 8 ره متباين. لنيرهن على أن التطبيق ب متباين. 
لیکن (4 ,)> رصم بحيث (يه)بر = (,و)لم عندئذ رو( )= ره(::) ومنه 


> )نع لاط أي أن (رو8)u‏ - (ه:7 ومنه 7 = روه أي أن 


(يم)ه = (م)اه وبالتالي ,م = ص . ومنه التطبيق بر متباين أي أن المورفيزم ۷4 


هو مونومورفيزم. 
١‏ + لنفرض أن المورفيزم 1« ا عندئذ التطبيق بر متباين. لنبرهن على 
أن المورفيزم * مونومور فيزم يكفي البرهان على أن التطبيق © متباين. 
لیکن (4 ,)91 > ررر بحيث (ي/)ه = (,)ت ومنه روه = وره وبالتالي 
( ر( = ()» أي أن يكر(ءه) = كر( وبالتالي (,/)يم = (/)ير وهكذا نجد 
أن رار = كر ومنه فإن التطبيق ب متباين. 
بشكل مشابه نبرهن على )١(‏ و(٤)۰‏ , 

لتكن 97 فئة. نقول عن المورفيزم (,94)4 > » إنه ايزومورفيزم إذا وجد 
مورفيزم (91)8,4 > « يحقق رآ = 1,۷11 = ليد. ش 


1Y 














تمهيدية .5-١-١6‏ 
١‏ - إذا كان المورفيزم (440)91 > » ايزومورفيزم عندئذ » مونومورفيزم وأيضا 
ايبومورفيزم. 
۲ - تركيب ایزمومرفیزمین هو ا 
الرهان. 
١‏ - لیکن (8 ,9)4 > × ایزومورفیزم عندئذ يوجد (91)8,4 > ا بحيث 


I,‏ ع uv = pu‏ أن المورفيزم 7 مونومورفيزم لأنه يا كان (05)91 ع + فان 


التطبيق 
RK, 4)‏ ج A)‏ , )91 : به 

المعرف بالشكل “.1 = (/)ت وذلك أيأ كان (4 ٤91),‏ ر هو تطبيق متباين. 
لأنه أيا كان (91)0,4 © ورور بحيث (,7)ه = (,2)7 فإن 

وك = e(f) = a( f) > Ta. f‏ = رل.ر ا = Jı‏ 
ومنه فإن المورفيزم ,] = 4« مونومورفيزم وحسب التمهيدية )١-١-١(‏ ينتج أن 
المورفيزم 1 مونومورفيزم. ۰ 
بشكل مشابه نجد أن و ايبومورفيزم ومنه المورفيزم و[ = «» ايبومورفيزم وحسب 
التمهيدية )١-٠-٠١(‏ فإن المورفيزم * أيبومورفيزم. 
١‏ - ليكن (91)8,2 > «,(8 ,9)4 ع × ایزومورفیزمين» ولنبزهن على أن 


e٤ 91)4,2(‏ :م ايزومورفيزم. بما أن > ايزومورفيزم يوجد (,91)8 ٤‏ ,× بحيث 


,]= 4و[ = ,:#ه. كذلك بما أن« ایزومورفیزم يوجد (91)8,8 © ا بحيث 
و1 = ,ر = ر« ومنه (4 ,91)2 » رنا.بنة وأن 
J(u) = u, (vv (14 = u, (Ig) = uu = I ,‏ إطارلة) 
(vT, )v, = vv‏ = إن( (vz)(»,) = (U,‏ 


وهذا يبين لنا أن المورفيزم ا ايزومورفيزم: , 


EYE 





٠ ؟. السدوال.‎ - ١6 


لتكن 91,55 فئتين. نقول إنه يوجد لدينا دالي ۴ من الفئة 93 إلى الفثة 55 إذا وجد. 
8 : 
١‏ - تطبيق (5)ط0 ج (06)91 : ۴ بحيث (05)91 e‏ 4" فإن (05)55 »ع (ك) 1 . 
١‏ - تطبيق ((8) ۴ ,(ل )5)7؟ ج (8 ,9)4: ۸ وذلك (08)91 e‏ ۷4,8 بحيث 
(8 بك )91 ع Vf‏ فإن F(A) > F(8)‏ : (ر)اء أي. أن F(B))‏ ,(م) )5 € 6ج 
ويحقق 

ري م1 -(ر7)7 2 :(05)91 746 
Mor); 3 (J8) F(AF(8)‏ ع ع 7 
نسمي الدالي ‏ في هذه الحالة داليا مباشرا (موافق للتغير). 
نسمي الدالي ‏ في هذه دالياً غير مباشر (مخالف للتغير) إذا كان 
Vf,g € Mor(R);: F(fE)=F(g)F(F)‏ 

تعريف. 

ليكن 7,6 دالين مباشزين ( موافقين للتغير )من الفئة 91 إلى الفئة کہ 
- نقول إنه لدينا و دالي ر من الدالي ‏ إلى الدالي © إذا تحقق الشرط التالي: 
بأ كان (050 4 يوجد مورفيزم G)4(‏ ج (۴)4 : (4) ۶ يحقق (8 ,9)4 ع :ه7٠‏ 
يكون المخطط التالي 00 
٠‏ (6@)4 جشل F۳)4(‏ 
F(u) 4 4 Gu)‏ 

F(6) جيجح‎ GB) 

تبديلياً. أي أن G)(/)4(‏ = ()۶)8(۴ . 
- نقول عن المورفيزم الدالي © ج ٠:۳‏ إنه ايزومورفيزم دالي إذا 
تحقق (08)91 e‏ ۷4 فإن المورفيزم G)4(‏ ج (7)4 : ()/. هو ايزومورفيزم. 


٥ 








ليكن ۶,6 دالين غير:مباشرين ( مخالفين للتغير ) من الفئة 91 إلى الفئة 55 . 
:- نقول أنه لدينا ا وق الدالي ‏ إلى الدالي 6 إذا تحقق الشرط التالي: 
یا كان (05)91 > 4 يوجد مورفيزم (4)© ج f(4): F(4)‏ يحقق (8 ,9)4 ۷1€ 


يكون المخطط التالي 
0 )كه واک مم 
F(u) 1 ^ ©)‏ 
F(B) +> ©)8(‏ 


تبديلئ. أي أن (A)F(u) = G(4) f (B)‏ £ . 
- نقول عن المورفيزم الدالي © ج ١:۴‏ إنه ايزوم ورفيزم دالي إذا 
تحقق (0)91 ع 74 فإن المورفيزم (6)2© ج (7)4 : (4)/ هو ايزومورفيزم. 
مبرهنة 9-١6‏ -1, ش 

ليكن 7,6 دالين مباشرين ( موافقين للتغير ) من الفئة 91 إلى الفئة ك. وليكن 
© جم دير مورفيزم دالي. إذا كان المورفيزم 6 ج .:/ ايزوم ورفيزم عندئذ 
يوجد مورفيزم دالي كه جد :عم يحقق ‘FE =Ig,g.f =I,‏ 1 
البرهان. 0 

لنفرض أن المورفيزم © ج ۴ : ر ايزومورفيزم دالي عندئذ (05)08 » ۷4 فإن 
المورفيزم ()6 ج (7)1 : (4)/ ايزومورفيزم وأنه (8 ,9)4 > ۷١‏ فإن المخطط 
التالي 00 

()© وگ ززم 

Gu)‏ 4 + )م 


FB) a> GB) 


قبديلي. أي أن (4) )© = )۶)8(۴. 


ak! 





بما أن المورفيزم ()/ ايزومورفيزم فإنه يوجد مورفيزم ()17 ج (4(:6)4)ع. 
يحقق رم[ = (4) [.(4)ع رم[ = (4)ع.(4)/ . لنضع ۴ ج 6:ج كي يكون ع 
مورفيزماً دالياً يكفي إثبات أن المخطط التالي 


(م)5 قف رين 
Gu) + 2 F(D‏ 
78 جب G(B)‏ 


8(B) 


تبديلي وذلك (05)91 ع 74 و (8 ,9)4 e‏ »7 . أي أن ۴)4(g)4(‏ = ()8(06)ج . 


لدينا 
)© < ا ()7 جف (ر)ن 
Gu) ¥ 4 20 J GM‏ 
F(8) + GB)‏ جيب G(B)‏ 
ومنه 


GO). (4).g(4) = f )8(.7 (4).g(4).g(B).G() =‏ = ريب 60.1 = GOD‏ 
g(B).f(B).F(u).g(4) = Teg). F(4).g(4) = F(u)g(A4)‏ = 
وهذا يبين لنا أن ج © : م مورفيزم دالي. 
ارهن على أن م1 = رع ,مآ - ور . لسيكن (05091 ٤‏ 4 عندائذ 
()© ج (۴)4 : ()ر و (۴)4 ج (4(:G)4)ع‏ كما أن رہ[ = (4)ع.(4) ر 
ومنهى] = ع.ر . بشكل مشابه نجد أن ۾[ = “ع . 


برهان الوحدانية. لیکن 7 ج ©: م مورفيزم دالي آخر يحقق ,1 = ,م1 -ي./ 


عندئذ (05031 74 فإن ریم1 = (4) /.(4)ي وأن رربن1 = (4)4.()/ ومنه 
)4(£ = ع1 )ع = )4).4(4( ر.(ش)ع = جك رمآ = 4( o‏ 
. المبرهنة السابقة صحيحة لأجل الدوال غير المباشرة ( المخالفة للتغير ). 


8 1۷ 


تمهيدية ٩1--؟ء.‏ , ٠‏ 
لتكن +9 فئة ولتكن 5©/5, فئة المجموعات. عندئذ أيا كان (05)97 © + : 
١‏ - يوجد دالي مباشر ( موافق للتغير ) 5245 ج-91: م ۸. 
۲ - يوجد دالي غير مباشر ( مخالف للتغير ) 32615 ج 91: 0 
البر هسان . 
١‏ - لنبرهن على أن 5275 ج 91: ر۸ دالي مباشر. لدينا 
VY e Ob(R); hy () = (X,Y) e Ob(Sef's)‏ 
واضح أن 1 تطبيق. ليكن (91)7,77 > < ولنعرف العلاقة 
hy (4) :h, (FP) = (X,Y) > hy (FP) = ROX,‏ 
بالشكل (۲, ٤8)‏ ب۷ فإن =u‏ :د(») ,8 . فنجد أن (۸,)4 تطبيق وأنه 
(065)90 ع 7" فإن 
(91)2,7 - (3) برط ج ([, )93 = (l,):h, (YF)‏ بر 
' ومنه اح بم[ = «(ر]) م وبالتالي ررہںې] = .h,(I,)= In)‏ 
كنا SF A sS EFO a‏ اربج وج 1 زبفإن 
h,(g.f)= h,(g).h, (fF)‏ 
hy, (FP) = R(X, ¥")‏ ج (FP) = R(X,F)‏ برط : (8.1) 71 
h,(g.f).(v) = (g.f)v = gf.) = hy, (g)(f.v) = h,(g).(h, (£)») =‏ 
(h,(g).h, (f ))(v)‏ = 
وهنه (ر) .(ع) ۸ = (/.ع) .رم وهذا يبين لنا أن الدالي ۸ هو دالي موافق 
۲ - لنبزهن على أن ی أع؟ ج 91: 2 دالي غير مباشر. 
لدينا 
hy : Ob(R) 5 Ob(Sef’s)‏ 
VY e Ob(R); hy(¥)=R(X,Y) e Ob(Sef's)‏ 


د 








واضح أن 1 تطبيق. ليكن ('۲ ,9)7 > > ولنعرف العلاقة 

hp) : )بر‎ = REX) > (PD) = RF, X) 
فإن ١ر۷ = «(») . فنجد أن (),۸ تطبيق وأنه‎ ۷۷ ٤8), ×( بالشكل‎ 
فإن‎ ۷7 € 00081( 
h,(l,):h,() = RI,X) ج‎ h, (TF) = R(,X) 
.۸,)1,( = وه = ,1 = «( ,۸)1 وبالتالي رر ہو! = رې چ1‎ 
كما أنه (3۲) 10۲ > ۾ ,۷۶ بحيث "7 + '۲: ع۲ ج ۲:/ فإن‎ 

R, (gf): (F") = RO", ¥) > Rr, (F)= 9103, 
h,(g. PA) = vg.) = .زوه‎ = hy (F-8) = hx (£).(P, (g)v) = 





(hy (£).hx (£))()‏ = 
ومنه (ع) ۸.(/) ,۸ = (ر.ع) ۸ وهذا يبين لنا أن الدالي ,7 هو دالي موافق 


لتكن 91 فئة ولتكن اع فئة المجموعات. و 56/5 ج 91: '”/ر دالي موافق 
للتغير من الفئة 91 إلى فنة المجموعاث: 5285, وليكن (05099 > +. وجدنا فسي 
التمهيدية )۲-۲-٠١(‏ أنه يوجد دالي موافق للتغير 5615 ج 9: رر ليكن 
Hom(h y,F)‏ صف المورفيز مات الدالية من hy‏ إلى .٣‏ 
مبرهنة 6١-؟ب",‏ | 
ليكن Hom(h yF)‏ صف المورفيز مات الدالية من hy‏ إلى ۸ . يوجد تطبيق 

a: Hom(h "لجس ( ”1 ,سر‎ )0( 

متباين وغامر. 
البرهسان. 


۹ء : 





لیکن (۴, 6 جر مورفيزما دالياً #ج ۶:۸ عندئذ یا كان 


- (05)91 € 7 يوجد مورفيزم (Dar)‏ :)£ يحقق (91)7,7 V4‏ ` 


فإن المخطط التالي 
) )م ,® h,()‏ 
h,(u) J FW‏ 


hy, (7) جيب‎ 7500 


تبديلي. أي أن () ,۶)۲۸ =(۴)(.۶)۲. ومن أجل ۲= +£ فإن 


(7)16 جنت (26) رو 7 مورفیزم وأن ( ۴)4 جه ([ ,9106 : (06) 7 . 


انعرف التطبيق ھک a: Hom(h y‏ بالشكل (17, :)110771 ع 9# فان 


(f) = F(X بر‎ 


ولنعرف التطبيق OT‏ بالشكل (٭)۴ ۷٤٤‏ فإن 


:7 ج :9 بحيث (%)06 € ۷۲ فإن 


7020 ()يرة:‎ > F() 


-.*: آي أن F)(‏ > ,)91 : (6)2()1 وأنبه 91,37 ع Vu‏ ف إن 
#0 ج ()۴ :۴ وبالتالي 


(2)()" = (ن)( 2600 


كي نبرهن أنه يوجد لدينا مورفيزم دالي ۴ ج- ءر/: (7)6/ يكفي أن نبرهن أنه 


(91)3,75 ج80 فإن المخطط لتلى . 


0 م AA,‏ (تررا 
h,(w) . 4 YY FW‏ 
h,(¥') gy? F(F’)‏ 
أي أن () ر 071 0)2 = F(v)A(E(F)‏ ومنه Vw ey (F) = R(X)‏ فإن 


cl 








(FOE) = 1" (6) (م)(0)‎ = FOF (w( = F(vw)() 

(A(R, ())(w) = (4(7 ير‎ (v)(w) = P(E’ )(w) = F (vw)? 
ش‎ . F(v)A(F(T) ومنه )ر 7 تح‎ 
. Ba Tomi ,F) وأن‎ a8 = 17) لنبرهن على أن‎ 
V7 e 05)93( فإن ثر = ((ز)ه)6 . لدينا‎ "7 > E1٥1), ,۴( لنبرهن على أنه‎ - 
4 € 2,,)7( فإنه لأجل كل‎ 

(Fu) f(T, (‏ = زر 1( 1) 7) 0 ”1 = F(u)(a(f))‏ = ()()((7)نه)7) 
وبما أن ر مورفيزم دالي فإن المخطط التالي 

h,)×() t+ F۴) 
hy) و‎ : 4 F() 


h,() E FM: 


أي أن (4) ۸() ۶ = (¥)/ 0( F‏ ومنه 
(B(a( f (F(4) = (f(T )hy, (0)), ) = f (Fh, 20) ) =‏ 
f(P(J,1) = f (F(4)‏ = 
ومنه f‏ = ((/))6 وذلك ( e Hom(hy,F‏ 7". كذلك ¢ = )2)6 وذلك 
VEE F(X)‏ لأن 
F‏ = )$( ىم[ = $( a(f(4)) = (FAFA, ) = FOI,‏ 

أي أن رہم 1= ۰۰۹۶ 
مبرهلئة 6١1-؟-4,‏ 

لتكن 91 فئةء ولتكن 5675 فئة المجموعات. و5625 ج91 52-0-0 
الداليان الموافقان للتغير. من أجل أي مورفيزم دالي .ج ,رم :/ر يوجد 
مورفيزم وحيد (91)201,6 ع بر يحقق 4= (1(0)/ وذلك أياً كان (00081 © ۲ 


A 








5ا گان ıeN(X,)‏ . بالاضافة لذلكء المورفيزم الدالي /ر يكون ايزومورفيزم 
عندما وفقط عندما المورفيزم بم ايزمورفيزم. 
اليرهسان. 
لیکن ۸ج ب : ٤ر‏ مورفيزم دالي. وحسب المبرهنة )-5-١6(‏ يوجد تطبيق 
)¥( >( ,ىم 67 :0 
أي 17 e: Hom(hy (eR,‏ . لضع بر = (7)ت فنهد أن 
“نر جل تر :رر مورفيزم للفئة 91. كذلك حسب المبرهنة (ه )1-1-١‏ يوجد 
Hom(h yh fy)‏ جب (26) hı‏ :8 
أي ( ,ر ۸۸ ر ۸( Ho‏ جب (ل ,)7:91 بحيسسث رر ں1 = يور ومنسه 
۶ = )6 = ))6 وبالتالي (05)91 € ۷۲ فإن . 
I (F)= AAC) : hy (F)(—shy.()‏ 
أي أن (7 ,)97ج (7, )8 :(۶)۲ ومنه أيا کان (7, )9 2 17 فإن 
رلا = 4(2( FCF) = (P(A) = hy.‏ 
كما أن المورفيزم بر وحيد» لأنه إذا وجد مورفيزم آخر “ل ج + :س بحيسث 


f (P)(u) = HUW‏ وذلك Ob(R)‏ ع VY‏ و ي کان (7 ue NX,‏ . عندئذ من أجل: 


۲= × ومن أجل ,1= س نجد أن 

JM > I= pu; / )0()1 زر‎ =l,w =v 
مما سبق نجد أن مر = س.‎ 
لزوم الشرط. لنفرض أن المورفيزم الدالي ج ,#: / ايزومورفيزم عندئذ‎ 
يوجد مورفيزم دالي ,8 ج ٢ے : ع بحيث ,1 = ع, ,1 = 2 وحسب المبرهنة‎ 
يوجد ش‎ )۳-۲-۱١( 
2 Hom(hgh,)—-h,(X)= 91) ت١‎ 
لنفرض أن ر = (ع)» فنجد أن '+ ج ¥ :رر مورفيزم للفئة. ا . وحسب ما تسم‎ 
وا‎ ۲ e 0503 إثباته أك فق كع وتف ايسا كان‎ 


انيه يوار 





كان (7,' 9103 .٤‏ وبما أن ,1 = /ع وحسب المبرهنة )"-5-١8(‏ يوجد 


h,(X)‏ جس ( بر[ Hom(h,‏ : أي أن (1),2 a: Hom(h, h(a‏ وأن 
١ a(gf) = a(l, )= ly, (X)(I,)= In) (lx) SJ,‏ 
g(XXF(XXKL,)) =‏ = زر 270 ) = ) 1I, = a(gf) = (gf CECI,‏ 
لبر = g(X)(I, 2 = g(F)(/‏ = 
بهذا الشكل نجد أن ,1 = مرم . لنبرهن على أن 1 = 4ر . بما أن , ,1 = ر وحسب 
ا(6 بوچ 17 ا 
بحيث ب[ = (2)/8 ومنه 
f(g (0 ((-‏ - زمر 1)(( )5 (f (x‏ = (ر yı = (J8) = (JEK "(LT‏ 
ارام = f (XL)‏ = 
أي أن 1= ر . مما سبق نجد أن المورفيزم × ج 'ل: للففة ¥ هو 
ايزومورفيزم للفئة 11. 
كفاية الشرط. لنفرض أن المورفيزم X‏ ج '2 :مم ايزمومورفيزم للفئة 91. عندئذ 
يوجد مورفيزم X'‏ ج :ر للفئة # يحقق 1ة بربر,: 1 - ام . لنعرف 
المورفيزم الدالي ,رج بر :ر وحسب المبرهنة (هأ-؟ ١م‏ يوجد 
0 جر a: / FHoim(hiye sir‏ 
Hom(hy', Fy)‏ جب أي[ (X7) = R(X,‏ ,1 : 8 
لنضع (//) = ”ير فنجد أن پ۸ ج ہم ورف م دای وأنهأيا 
کان FE‏ فإن (7)( )8 = (7)' حيث 
f(D :R(K,F) + R(X, )‏ 
وأنه (۲,' )8 ع ۷ فان 
(F)() = (B(L4 (E(u) = hex (4)22‏ "£ 
(EG = ur‏ 
لنبرهن أن ,1 = '. ایا کان (91) ط0 e‏ ۲ فان (7(/)7) = (7) ر و أياً کان 
u € 91)0,7(‏ فإن 
YY‏ 




















(FPF N) = f(T CF) 4)) = dn - (u) = 
= (111) = ly =U : ش‎ 
فإن‎ ۷ ٤91) ,7( ومنه ر ںہ[ = (0)' 1(7) / . كذلك ایا كان‎ 
(FOF FIV) = FCF (FY) = 10): = A = 
= v(i’ 0 001 راع‎ 


ومن م1 = (7(7)7)'/ . مما سبق نجد أن المورفيزم الدالي گر ايزومورفيزم. , 


."-١6‏ الجداء الديكارتي للفئات. 

لتكن Rt‏ فتتان. ولنضع R=, xo‏ التي تتألف من: 
١‏ - الصف (00)91 الذي يتألف من العناصر على E‏ حيث 
A, e 0591 (, A, € Ob)‏ . 
5 - صنف الموزفر ات 091 307 ويتألف من 2 u e Mor)‏ 
حيث (4,8) € 1 وأن (05)91 ع e Ob(R,),B‏ كما أن ( ر4 ,#) =» وأن 
راج ,4 : ,14 ول ج- رق : ٠11‏ 
كما أنه يوجد تطبيق 94ج 91291 يحقق (065)91 > 2 ,74,8 وأن 
(BB, 2 = (DD)‏ = 8 ,(يل ,بك ) =4 حيتث ( ,05091 ع ,4,8,2 وأن 
B,D, € 08)912(‏ ويك وأنهوم Vu e R(A, B),Vv e N(B,‏ فسإن ( ,)= u‏ 
وأن (۷,,۷) = م حيث 

u, € R,(4,, B,J, € ريك) ج91‎ B2),v, € R,(B,, ينا( 2ط‎ € R2(B,, D2) 
وأن‎ 
VU = (1,2 ولةى,/2).(‎ ( = (Vt, a, ) € H(A, B) 

.١-۳-٠١ تمهيدية‎ 

لتكن Rt‏ فتتين وليكن رالإج ,:7 و إإلإج 6:8 دوالاً 
موافقة للتغير ولنأخذ الفئة ر9۴ × 91177 = 9. عندئذ توجد دوال موافق التغير هي 

٠ 2134 





Homy )0( : 91 - Ry xR, Sets. 
Homy, (FJ: - Ry" xR, جب‎ 5 


البرهسان. 
١‏ - لندرس وجود الدالي 56/5 جب Hom, (G):% = %7 x,‏ . 
لنعرف (©) ,57071 بالشكل 
((يك) © .رك ) ,91 = VA e Ob(R); Hom, (C(4)‏ . 
حيث (يك, بك ) =4 وأن ( 00)93 € ,4 0b)3,(,‏ 3 4 . وأنه (8 رك )98 e‏ ۷/۶ فان 
)= [حيث (%)00 e‏ 8 ,4 فسإن (ر8,,8) = 8,(ر4,4) =4 وأن 
(02001 ع A.B, € Ob(%R,) <4, B,‏ وأن (,4,8) 687 كرو 
e)4, 8(‏ كر . كما أن 
Hom, (G)(f) : Homo, (G4) Hoy, (G)(B)‏ 
Hom, (CXF): (4,6(4), (B,,G(B2))‏ 
وبالتالي ((ر4,,6)4) ,91 > 7 فإن 
Hom, (G(F(u) - uf‏ 
لے :جال B‏ ` 
7 | 
G(4,)‏ 
G4)‏ 4 
G(B) .‏ 






07 uf, 


كما أنه أي كان (05091 42 فإن (ر4,,4) =4 وأن (ے1,,]) > , ومنه ٠‏ 
(lea) Jl4 =, =‏ = ع , )0 = )4(„ [)(©) :11011 
أي أن Hom, (GJ, =1 Hong, (GXAY‏ . . كما أنه يا كان (140)914 e‏ ۾ ,كر بحيت 
2 +4 : و,ط ج 8 :ع حيث (05001 ع 2 ,4,8 فإن (2 ,)91 ٤‏ ج/ ومنه 
(G)(4)—s Homy, )©()(‏ ,110121 : (ج)(©) Hom,‏ ` 


{Yo | 








((,ي2)©, 2( 91 جسب (( يك )© , رلم) ,91 : (GXJE)‏ :1017 
وبالتالي أياً كان (رG)4‏ ج 4 :» وبما أن (ي#.,©) = ع .(و/ ,,) - ر فإن 
( 282 )= هر ومنه 
(Homy, (GE) = G(f g2 )u(8 1) = GOA JG(E 2)E, =‏ 
G(. f Hom, (G)f ()g, = (Hong, (CK /)(Homg, (G)(g))()‏ = 
مما سبق نجد أن 
Horny, (G@)(/E) = 110111 (Gf ).Homg, (GE)‏ 
وهذا يبين لنا أن (6) ٨104‏ دالي موافق للتغير. 
بشكل مشابه نبرهن على أن (7) ريه[ دالي موافق للتغير. , 


4-6. تكافو الفئسات. 
تمهيدية .١-٤-۱١‏ 
لتكن 917,91,91 ثلاث فتات وليكن رج ,7۴:8 و راج ,91: © 


دوالاً موافقة للتغير. عندئذ ,91ج ,7:91 €٠‏ هو دالي موافق للتغير. 
البيرهسان. 

لدينا ,99 جب ,90 : 7ه © بحيث يا كان (00)91 ع4 فإن 
F(4) = G( F(A) €,‏ 20 ). لیکن (,05091 e‏ 4,8 وليكن (41,1) ,91 ع / 
عندئذ (19) جب (إر)” = (/)(” ه ©) وبالتالي 

(Go FXfF):(Go F(4)—-(G FB) 
أي أن ((۴)8 ه ۴)4(,6 ه 6) ,8 > (/)(7 0 ©) ويحقق: (,05)91 € ۷4 فإن‎ 
(Go FXL,) = G(F(L,)) = 6)1 مم1 = (وم‎ 
كذلك ( ,10)31 ع ع ,۲۴ فان‎ 
(Go FX) = GFE) - G(F(F,F(g)) = 0)" رص‎ 6)” (E) = 
= (Go FXF)(G F(8) 


سد يوا م 


وهذا يبين لنا أن , الو oF:R,‏ انير دلي بوان لكين 7 
تمهيدية ٠ ,8-4-١6‏ 

:-لستكن Rats‏ قلات فقات وليكن راج :7,6 و 
94ج 91 : دوالاً موافقة للتغيير. ولیکن 6ج٣‏ : مورفيزم دالي. 
عندئذ يوجد مورفيزم دالببي ©ه Ho FH‏ لطع المي 
e 08)91,(‏ ۷4 فإن 


(Hp)(A4) = H(p(4)) 


البرهان. 


لدينا حسب التمهيدية )١-4-١5(‏ أن ج ,91 : 0ه 7,17 ه87 هي دوال 
موافقة للتغيير وأن ٠0:‏ 27 جل 7ه 87 : ص[ معرف بالشكل (,05)91 > ۷4 فإن 
)© ° 8)جب رم )(1 o‏ 27) : (ل)(م 8) 
حيث 6G)4(‏ ج (۳)4 : (4.)م . لنبرهن أنه (,05)91 ع VA,B‏ :و Vu e (A,B)‏ 
فإن المخطط التالي 
()ه )87 (Ho F(A) A+‏ 
Ho F(u) E 4 J “HoG) -‏ 
(Ho F(B) > (HG(B)‏ 


تبديلي. أي أن .(H ° G)().Hp( 4) = Hp(B).(1 ° F(4)‏ 
بما أن @ ج۴ :م مورفيزم دالي فإن المخطط التالي 
G4)‏ ج ۴)4 . 


Fu) ¥ + GG» 
F)8() + GB) 


(8)م 


تبديلي. أي أن ()”8(.1)م = (4)م.(:)© ومنه 
(Ho GXu).Ho(4) = H(G()).H(p(4)) = H(G().9(4)) =‏ 


¥ 








= H(p(B).F()) = H(p(B)).H(F (4)) = )17 ONKBXEH o F)\(u) 
, مما سبق نجد أن 6 ]ج۴ ه1 :م8 مورفيزم دالي.‎ . 
00 ."-4-١6 تمهيدية‎ 
لتكن ا ثلاث فقات وليكن ,91 جه 91 : وى و‎ 
دوالاً موافقة للتغيير. وليكن ,۴ج :سه مورفيزم دالسي.‎ F, :% وال جب‎ 
عندئذ يوجد مورفيزم دالي. عندئذ‎ 
ر۴ ,۴ ه |1 دوال موافقة للتغير.‎ ٥ ۴, كل من ,94 جل إ99:‎ - ١ 
معرف بالشکل‎ W۴, : ۴ جب رل ه‎ ۴, ٥ ۴, ؟ -يوجد مورفيزم دالي‎ 
٠ ٠) (كه)(‎ = w(F,( 4)) فإن‎ VA e 0081( 
اليرهسان.‎ 
.)١-4-١ه( ينتج مباشرة من التمهيدية‎ - ١ 
,له و ,وته | دوال موافقة للتغيير.‎ : ٩, فإن كلاً من ,81ج‎ )١( حسب‎ - ۲ 
وأن ده ,جب يزه ,۴ : ,ارس معرف بالشكل (,05)91 > ۷4 فإن‎ 
VF,(A): 18, تلجت (لر) ,1ه‎ o F(4) 
أي 8 جه 4 : :د عندائة‎ Vu © 91, و (8,ك)‎ ۷4,8 e 0)8, كنا أنه(‎ 
,(ك) ,1 وأن‎ 1, )8( € 05)81( 
17, 000( : 1, جب (لر)‎ F,(B) 
ع 00 وبصا أن‎ 91 05 7 ûs F,() أي أن (ي91) "ملك‎ 
ج ۴ :س مورفيزم ذالي فإن المخطط التالي‎ ۴, 
F(F(4)) ")و1 وتم‎ )(( 


(FM) VY Y  E(E®) 


(E(B) حبييج‎ F,(F,(B)) 


تبديليء أي أن ))4( w(F;(4)) = u E (F;‏ 6 74 وبالتالي فإن 








(F, o Fs X(WF, (4) = (WF, )(B).(F, o F, (u) 
, وهذا يبين لنا أن ,م مورفيزم دالي.‎ 
3 تعريسف. ش‎ 
لتكن رل , ,9 فتتين وليكن راج ,91: 7 دالي موافق للتغيير. تقول عن‎ 
إنه تكافوؤ بين الفتتسين 917,912 إذا وجد دالي موافق للتغيير‎  يلادلا‎ 
و1 : برا‎ + FG, ©: جب و1‎ GF جب 91 : © وايزومورفيزمات دالية‎ 9 
. تحقق ۴س = صم‎ 
6-4-6 مبرهنة‎ 

التكن ا9ر فئتين وليكن 91 جب 91 :۴ دالياً مواقا للتغييسر. ذا كان 

الدالي 5 تكافواً بين الفئتين د فإنه: 
١‏ - (06)98 > ۷4,8 فإن التطبيق 

17 جب (2 ,لم) ,91 : (19 رأم)‎ 1 (F(4), F(B)) 
٠ متباين وغامر.‎ 
FNM) ۸11 يوجد ( 02001 € ۷ بحيث‎ VM e O0b(R,) - ؟‎ 
البرهسان.‎ 

1 ها لوم 11 :7 تكافو فإنه يوجد اور TT‏ 5 
(,05098 4€ فان ( ,)00 € (۴)4 ومن .6F)4( € 0b),(‏ لیکن 
e 8)4, 8(‏ ,ا بحيث (7)0 = (۴)۷ وبما أن G۴‏ ج 1:ص ایزومورفیزم 
عندئذ أياً كان ( ,05)31 € 4 فان (4) 6 ج 4 : (4)م ايزومورفيزم» أي أن المخطط 


التالي 
مه ه4 4 
4B)‏ ¥ د o4)‏ 
GF(B)‏ جيجه GF(A)‏ 
۹ 1 





تبديلي» أي أن (4)م.(:) 67 = 8(1)م. وبما أن (4)م ايزومورفيزم يوجد 

4 ج :G۴)4(‏ “(4)م بحيث ,1 = (اام. ‏ (2)م ون ری[ = 2(7)م.(ش)م. 
من جهة أخرى با أن F(ı) = F(v)‏ فإن GF (u) = GF (v)‏ 
ومنه (4)ص.(1) 1.67 (8)م = ». كذلك (8 ,4) ,91 > « فإن المخطط التالي 


٠‏ کب رز 
J ` #%B)‏ ¥ .مام 
GF(B).‏ جوج GFA)‏ 


تبديلي» آي أن )4( .() 017 = ::(8)م ومند '.GF)v(.p)4(‏ (8)م = «. مما سبق 
نجد أن ۷= ». وهذا يبين لنا أن التطبيق (8 ,۳)4 متباين. لنبرهن على أنه غامرء 
لیکن (۴)8 ج (۴)4 :۷ عندئذ (8) G۴‏ ج :G۴)4(‏ (00© انضع 


B ۰‏ < = پوس س A4‏ 
8م اط 2 د مم 
.GF(B)‏ جوج (ل) 61 


حيث (لر)م. (م0. “(8)م = ((60) ,م فنجد أن (4,8) ,91 ((000),م عندئذ يكون 


F(p.(G(v)) = 1”) (ظ)ي‎ ' .G(v).p( 4)) = F (8)م)‎ )F (G(W)F )))4(ص.(‎ = 
= F(p(B) )(FG)(v)(F 0(4) = F(p(B) ").(FG)(»).(WF (4) 


ويما أن المخطط التالي ۰ 
FCB)‏ و F(A)‏ 
w(F(B))‏ ل ش ¥ (F(A) ٠‏ 


(FG)() 


(FEE aa (FGX(F(B)) 


تبديلي فإن (۳6()«(.)()4/) = «(۳()8) ومنه 
F(p,(G()) = F(p(B) WF (B)v = F (p(B) Yw(F (B))v =‏ 
F(T; )v = Ip) =»‏ = :«((8)م. ° F(p(B)").F(p(B))v = F(p(B)‏ = 


a 





. F(G(M)) € Ob() ومنة‎ G(M) € 05091,( عندئذ‎ M € Ob(R,) ليكن‎ - ١ 


ون (76()31) = (14)س ومنه 4[ نه o ۰۴ )G)M()‏ 


تمارين محلولة ( ٠١‏ ) 


١‏ - تعريسف. 
لتكن My‏ فتتين و الا در 91 F:% |o Roy G:‏ داليين موافقين 
للتغيير. نقول عن الدالي © إنه دالي مرافق للدالي ۴ إذا وجد ايزومورفيزم دالسي 

Homy, )©(‏ جب (17) Hoy,‏ :0 . 
: 1 1 ا افقة 
لتكن ر9 , ,9 فتتين و ,الج رل : E‏ ۴ ,۴ دوال موافقة 
التغيير. وليكن 8 جل # : كر مورفيزما داليا ولنفرض أن الدالي © هو دالي مرافق 
للدالي ۸ وأن الدالي ,6 هو دالي مرافق للدالي د عندئذ يوجد مورفيزم دالي وحيد 

6ج ي :ع من أجله المخطط التالي 


Hom, (F(A), B8) ةي (42)هف‎ Hom, (d4, G(B)) 


Hom, (4, 8(3)‏ 7 أ (8 ,)7(4( و10 


Honig, (F1 (4), 8) AEF > Hom, (4,6(8) 


ال 
بحسب التمهيدية (© )١-7-١‏ فإنه توجد دوال موافقة للتغير 
ع "م5 جب رز Honig, (GC): xR‏ 
ى الزوكى جب ري Homy (F): 91727 xR‏ 
وأيضا حسب التمهيدية (١-1-؟)‏ فإنه توجد دوال موافقة للتغير 


الوق حب hg, : I,‏ بى "وق جب ,آلا : )18 


3 ۳۱ 



































وبما أن الدالي ‏ مرافق للدالي 5 وأن الدالي © مرافق للدالي ,6 فإنه توجد 
ايزومورفيزمات دالية ش 
Honty, (G)‏ جسب ( 7[ ) Homy,‏ : © و o, : Hom, (F)—-s Hom, (G,)‏ 
لنعرف ر۸ جب ری 1[ : (8 )مرا بالشكل ( ,08 € Y4‏ فلن _ 
W(4,B) = (A4, B)ha(f(A)l0, (A4, BT‏ و (BA) = W(4,B)‏ 
عندئذ من أجل أي مورفيزم A4‏ ج u:C‏ للفئة ,9 فإن 
hag, (UW (4: B) = gg; ()P(4, BJ (f (4)9, (4: B 01 =‏ 

= p(C, BJ, (F (4)), (f (A9, (4, BDI = 

= ,0)م‎ B)hg (f (CNhg(F (l9, (4, BJI’ = 

= ,)ها‎ B)p,(C, B)hg (F, (lo, (4, BJT’ = 

() رق 8201 )مرا 

ومنه حسب المبرهنة )5-75-١(‏ يوجد مورفيزم وحيد (6)8 ج )8( 6G‏ :(B)چ‏ يحقق 


أن المخطط التالي 
Hong, (4,6(8)‏ و (4#_ )8 Hom, (F(4),‏ 
((8)ع ,4( 1 1107 1 ٍ 1 Hom (/ (4), B)‏ 
Homg 1 (4,6, (B))‏ ل Horm (F(4), B)‏ 
لنبرهن على أن © + 6: ع هو مورفيزم دالي. ليكن ,8 ج 8:» مورفيزم للفئة ,91 
عندئذ المخطط التالي 1 
) (ه)ه + (68 
)م ^ 1 g(B)‏ 
G,(B) Tam? G,(B,)‏ 


تبديلي. وهذا يبين لنا أن © ج ,6 : م مورفيزم دالي. 


(0) 


4- بالاعتماد على (۱) 5 أثبت أن 





-١‏ ليكن Bc O0Ob(Sef's)‏ ولنعرف و $6 جو 861 7 بالشكل لتالي 


` VAeOM(Ser's);F(4) = عدا‎ | 

بت أن ۴ هو دالي موافق للتغيير لفئة المجموعات 5 '/م؟. 

۲- لیکن (۶ '1عS Be 0b)‏ ولنعرف وم جخ ء5 : © بالشكل التالي ٠‏ 
Ob(Ser's);G(A) = Homg,,,(B,C)‏ ع VC‏ 


۳-أثبت أن لدالي : G‏ امعرف في (؟) هو دالي مرافق للدالي ۴ المعرف في . 


Hori, (4X B,C ) x 270711 يريع 110771 ,4( يري‎ (B,C)) 


EFT 
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زمرة تبديلية 


'زمرة أساسية 


:زمرة تبديلية منتهية 


زمرة حرة 

الجمع بالمقاس 

جمع الأعداد الصحيحة بالمقاس-7 
الجبر 

جبر المجموعات 

جبري 

: 0 

شرط انقطاع السلاسل ‏ 
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لجميحي 


تمائل داخلي 

مو ت عات 

تطبيق غامر 

قانون تشكيل 

اشا : 

قانون الاختصار في الزمرة 
الجداء الديكارتي لمجموعتين 

{fo 


Abelain group 
elementary 

finite group‏ ش 
Jree‏ 


, Addition modulo 


Addition group of integers modulo-n 


Algebra 
of sets 
Algebraic 
of structure 
Ascending chain condition 
Associates 
1 Associalivily 
Automorphisi 
of group 
| inner 
Axioms 
Bijective map 
Binary operation 
Cancellation 
law of groups 
Cartesian product af two sets 
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| مبرهنة كوشي | 
جدول كايلي للزمرة 
مبركلة كابلى 
مركز ` 

مركز الزمرة , 
ممركز | ۰ 
ممركز عنصر 


ممركز الزمرة الجزئية . ْ 


زمرة ة جزئية متميزة 
عملية تبديلية 

مبادل الزمرة الجزئية 
صف ترافق ٠‏ 
ترافق 

عنصر مترافق 

زمرة جزئية مترافقة 
متمم الزمرة الجزتية. 
أعداد أولية فيما بينها 
مرافق 

مرافق يساري 
مرافق يميني 
دور 

طول الدور 
دور طوله 7# 


Category 


Cauchs 7[ heorem 


Cayley digraph of a group 


Cayleys Theorem 


Center 


of a group 


Centralizer 


` of an element 


of a subgroup 


Characteristic subgroup - 


Commutative operation 
Conimtutator Subgroup - 


Conjugacy class 


Conjugate 


element 

subgroup 
complement to subgroup 
Co- prime integers 
Cosef 
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right 
Cycle 

disjoint 
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دائري 
زمرة دوارة 


زمرة جزئية دوارة 


زمرة ثنائية 


الجذاء الان لازم 

الجداء المباشر الخارجي للزمر . 
لجداء المباشر الدلخلي للزمر 
مجموع مباشر | 
المجموع المباشر لزمر 

مشتق الزمرة 

خوارزمية القسمة 


قادم 


قاسم للصفر 


sS 
عنصر جبري‎ 
عنصر مرافق‎ 

عنصر ثابت 
زمرة تبديلية أساسية 
عنضصز و حدة(حيادي) 
الوب عنصو 
مرتبة عنصر” 

صف تكافؤ ‏ 

تمديد للزمرة 


TY 


Cyclic. 

groups‏ ش 
subgroup‏ 

Dihedtal gr oups 


Direct product of groups 


external 


1 . Internal 





. "Direct sum 





of groups 
Derived group 
1 ` Division algorithm 
0 Divisor 
٤ “af zero 
Element(s) 
` Algebraic 
Conjugate. 
fired 
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inverse of 
order of 
Equivalence class 
Equivalence relation 


Extension of group 
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. زمرة الخارج‎ 
.  ديلوتلا زمرة منتهية‎ 
أزمرة تبديلية منتهية التوليد‎ 
© مبرهنة التسائل. الأولي‎ 
زمرة فراتيني‎ 
تابع‎ 
مجموعة فيم(مستقر) تابع‎ 
تركيب التوابع‎ 
تابع متباين‎ 
تابع غامر‎ 
دالي‎ 
مؤلد ش‎ 
مولد الزمرة الدوارة‎ 
قاسم مشترك أعظم‎ 
000 'زمرة‎ 
زمرة تبديلية‎ 
تمائل للزمرة‎ 
مركز الزمرة‎ 
زمرة تبديلية‎ 
زمرة دوارة‎ 
زمرة منتهية‎ 
زمرة غير تبديلية‎ 


Fermat theorem 
Factor group 
Finitely generated group 
Finitely generated abelian group 
First Isomorphism Theorem 
Frattini group 
Function(s) 
codomain 
` composition 
domain 
one-to-one 
onto 
Functor 
Generator(s) 
of a cyclic group 
Greatest common divisor 
Group 
abelian 
Automorphism 
center of 
conmutative 
cyclic 
Jinite 


non-abelain 
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مرتبة الزمرة ' 
زمرة بسيطة 
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زمرة متناظرة 
زمرة تناظرية 
حيادي الزمرة 
تشاكل 

النظرية الأساسية للتشاكلات 
تشاكل زمري 

نواة تشاكل 

عنصر وحدة 

دليل الزمرة الجزئية 
نظرية الدليل 

تمائل 

نظرية التمائل الأولى 
تماتل زمري 


نظرية التمائل الزمري الثانية 


نظرية التمائل الزمري الثالثة 
نواة التشاكل 

نظرية لاغرانج 

مصفوفة 

جمع المضفوفات 


متعوه اة 


وأ 


. order of 
simple 
solvable 
Symmetric 
symmetry 
of units 
Homomorphism{s) 
Fundamental Theorem of 
of a group 
kernel of 
` Identity element 
Index of a subgroup 
Index.Theorems. .. 
Isomorphism(s) ۰ 
jîrst Theorem for groups 
of 115 
second Theorem for groups 
third Theorem for groups 
Kernel of a homontorphism 
Lagrargs T heorem. 
Mapping 
Matrix "2 
١ addition 


` determinant of 








جداء المصفوا فات 
تبديل فردي 

قانون تشكيل 

قانون تشكيل تجميعي 
قانون تشكيل داخلي 
جدول قانون التشكيل 
مدار النقطة . 

مرتبة 

مرثية عنصر 

مرتبة الزمرة 

م-زمرة 

و 

علاقة التكافق 

زمرة جزئية. ` 

زمرة جزئية متميزة 
مبادل زمرة جزئية 
زمرة جزئية مترافقة 
زمرة جزئية دوارة 
تعريف الزمرة الجزئية 


اختبار الزمرة الجزئية المنتهية 


دليل الزمرة الجزئية 
زمرة جزئية غير تافهة 
زمرة جزئية ناظمية 


زمرة جزئية محتواة تماما 


multiplication 
Odd permutation 
Operation 
associative 
binary ش‎ 
table for 
Orbit of a point 
Order 
of an element 
of a group 
p-group 
Relation 
equivalent 
5118570112 )5( 
characteristic 
001111121110101“ 
conjugate 
cyclic 
definition 
finite test 
index 
nontrivial 


normal 


. proper 


م-زمرة جزئية سيلوقية 
زمرة فتل جزئية 

: زمرة جزئية تافهة 
ص-زمرة جزئية سيلوفية 
مبرهنة ا 

ش تابع معرف جيد!ا 
صفر 


Well-defined function 


Sylow p-. : 
101 


trivial “ 


Sylow p-subgroup a 


Sylow Theorem 


Zero 
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